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چرا رياضى�دان مى�كوشد چيزى را ثابت كند
كه براى همگان روشن است؟

، روايتتيسوفيكى از مربيان رياضيات به نام 
جالبى از گفت�و�گوى دو دانش�آموز را نقل مى�كند:

«…آن�ها از درس�ها» معلم�ها و دوستان خود صحبت
مى�كردند… دختـر بـزرگ�تـر كـه از درس

هندسه گيج شده بود، گفت: خيلى
عجيب است! مـعـلـم وارد كـلاس
مى�شود، دو مثلث برابر روى تخته

Cمى�كشد و بعد، تـمـامـى وقـت كـلاس را تـلـ
مى�كند تا ثابت كند، آن�ها با هم برابرند. من كـه

هيچ سر�در�نمى�آورم!
دختر كوچك�تر پرسيد: حالا چه�طور مى�خواهى

درس را پاسخ بدهى؟
ـ ناچارم از روى كتاب حفظ كنم. البته كار دشوارى است كـه

آدم درس را واژه به واژه حفظ كند.
عصر همان روز او را ديدم كه كنار پنجره، سخت مشغول حفظ

 درس هندسه�ى خود بـود. پـشـت�سـر هـم تـكـرارِكـردن
A′مى�كرد: براى اثبـات، مـثـلـث  ′B ′Cرا روى مثـلـث 

ABC مى�گذاريم… مثـلـث ′A ′B ′C را روى مثلـث ABC

مى�گذاريم…».
 اين مربـىِروايت

رياضى تازگى ندارد.
دبير رياضى مـى�كـوشـد بـراى
دانش�آموزان روشن كند: «عمل جمع

 جابـه�جـايـى اسـت» و مـثـالِداراى ويـژگـى
 يكى است؛ جابه�جـا�٧+�٤ بـا �٤+�٧مى�آورد: «

كردن جمله�هاى جمع، درنتيجه�ى عمـل، يـعـنـى
حاصل جمع، تأثيرى ندارد…» و
اغلب دانش�آموزان شگفت�زده�اند
كـه: «مـگــر لازم اســت دربــاره�ى

مطلب به اين روشنى، وقت كلاس گرفته شود؟!»
روزى دانش�آموزى در راهروى يكـى از دبـيـرسـتـان�هـا از مـن
پرسيد: «خب، وقتى بايد دو كار را انجام دهيم، مگر فرق مى�كند

●È—U¹dN� e¹ËdÄ 

 UO{U¹—

qLŽ Ë vÖb�“ —œ

 ، به Zدن تمام اعضاى ست است. با قرينه كر. گزينه�ى د در٥
سيم. همان�طور كه مى�بينيد اينت زير مـى�ر به صورZ-عه�ى مجمو
د.ا هم دارعه، اعداد صحيح مثبت رمجمو

    − Z = L,2, +1,0, −1, −2,L{ }
 طبيعـىًد گزينه�ى ج نيز بايد بدانيم، اعداد مـنـفـى اصـلادر مور

انيم اعضاى يـكد گزينه�ى د هم بايد بدانيم، مى�تـونيستند. در مـور
 است.Z- همان Zعه ا جابه�جا كنيم. پس مجموعه رمجمو

ست است.. گزينه�ى ج در٦

  

(−5) + (+7)
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= 7 − 5
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= 2
2
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كدام كار را اول و كدام را بعد انجام دهيم؟»
به او گفتم: «مى�خواهى روى صندلى بنشينى. چيزى نوك�تيز
روى صندلى است. اول آن را برمى�دارى، بعـد مـى�نـشـيـنـى. آيـا

مى�توانى اول بنشينى و بعد آن چيز را بردارى؟»
و تازه دانش�آموز متوجه شد، براى انجام دو عمـل، هـمـيـشـه
نمى�توان آن�ها را نسبت به هم جابه�جا كرد. ويژگى «جـابـه�جـايـى»

 رياضيات، به جاى پيدا كردن حاصلِهمه�جا برقرار نيست. در خود
 را به�دست آورد.١٤ بر ٧، نمى�توان حاصل تقسيم ٧ بر ١٤تقسيم 

تقسيم داراى ويژگى جابه�جايى نيست.
دانش�آموز، هنوز قانع نشده بود. گفت: «ما هم شعور داريـم
و هم تجربه. خودمان مى�فهميم كجا بايد از اين يا آن ويژگى استفاده

 را كه براى همگانقضيه و اصلكرد و كجا نمى�توان. چرا اين همه 
روشن است، بايد ياد گرفت و حفظ كـرد؟ خـودتـان مـى�گـويـيـد:

؛ يعنى چيزى كه واضح است و همه آن را قبول دارند. يا بايداصل
همه�چيز را از همان آغاز ثابت كرد، يا اثبات را از جايى آغاز كرد كه
درستى مطلب، براى همگان روشن نيست و به استدلال عقلانى و

منطقى نياز دارد.»
گفتم: «حالت اول ممكن نيست. همه چيـز را از هـمـان آغـاز
نمى�توان ثابت كرد. وقتى شما با دوستتان درباره�ى موضوعى كه با
هم اختلاف داريد، به گفت�و�گو نشسته�ايد، ناچاريـد بـراى اثـبـات

 عقيده�ى خودتان، بر چيزى يا چيزهايى تكيه كنيد كه او همِدرستى
قبول دارد. ولى اگر دوست شما هيچ چـيـزى را، هـر�قـدر واضـح
باشد، قبول نكند و براى آن دليل بخواهد، گفت�و�گوى شما به�جايى
ِنمى�رسد. براى نمونه، اگر به او بگوييد: مى�پذيرى كه امروز روز
روشنى است؟ و او بگويد: نه! دليل بيار. توضيح دهيد: خورشيد

 مـراًدر آسمان است. از آن گذشته، تو همه چيز را مى�بينـى؛ مـثـلا
مى�بينى كه رو به روى تو نشسته�ام. و او پاسخ بدهد: ديدن كـافـى
نيست، بايد ثابت كنى! در اين�جا شما از گفـت�و�گـو بـا دوسـتـتـان

درمى�مانيد. براى قانع كردن او بايد به چيزى يا چيزهايى تكيه كنيد
كه او هم قبول داشته باشد. و اگر براى هر مطلبى (هر�قدر كه واضح
باشد) از شما دليل بخواهد، به هيچ�جا نمى�رسيـد. در ريـاضـيـات
هم، براى استدلال، به چنين تكيه�گاه�هايى نياز داريـم كـه بـه آن�هـا

 مى�گويند.اصل موضوع يا اصل
اگر در جايى اصلى را عوض كنيـم و خـلاف آن را بـپـذيـريـم،
آن�وقت با نوع ديگرى از رياضيات سر�و�كار پيدا مى�كنيم. اگر عدد

 به�دست مى�آيد. ولى اگر به وزنه�اى٧ جمع كنيم، عدد ٤ را با عدد ٣
 كيلوگرم آن را به سـمـت٣دو طناب بسته باشيد و كسى بـا نـيـروى 

 كيلوگرم به طرف شمال بكشد، جسم٤شرق، و ديگرى با نيروى 
 شرقى حركت مى�كند. درِ كيلوگرم به سمت شمال٥با نيرويى برابر 
 مى�شود. بايد بدانيم جمع٥، برابر ٧، به جاى �٣+�٤اين�جا مجموع 

را كجا و براى چه�منظورى به�كار مى�بريم، تا بتوانيم نتيجه�ى عمل،
يعنى حاصل�جمع را به دست آوريم.»

همه چيز را نمى�توان استدلال كرد. حتى همه�چيز را نمى�توان
«تعريC» كرد. شما نمى�توانيد «عمل جمع» را تعريC كنيد. براى
«جمع»، هر تعريفى به خودش برمى�گـردد و فـقـط واژه�هـا عـوض
مى�شوند: «جمع يعنى افزودن دو عدد به هـم»؛ «جـمـع دو عـدد،
يعنى روى هم ريختن آن�ها»؛ «مجموع دو عدد، يعنى اضافه كردن
تعداد واحدهاى يك عدد بر واحدهاى ديگر». در اين جاها، به جاى
واژه�ى «جمع»، از واژه�هاى «افزودن»، «روى هم ريختن» و «اضافه
كردن» استفاده كرده�ايد. يعنى در�واقع گفته�ايد: «جمع يعنى جمع.»
ولى اگر عمل جمع را به عنوان عملـى واضـح بـپـذيـريـم، آن�وقـت

،a-bمى�توانيم با تكيه بر آن، عمل تفريق را «تعريC» كنيم: تفريق 
b كه اگر آن را با عدد كوچك�تر يعنـى cيعنى پيدا كردن عددى مثـل 

 به�دست آيد.aجمع كنيم، عدد بزرگ�تر يعنى 
 براى تعريـC و بـراى اسـتـدلال، تـكـيـه�گـاه يـاسخـن كـوتـاه:

تكيه�گاه�هايى لازم است كه بدون تعريC و بدون استدلال پذيرفـتـه

مان هـرست است. بايد مقدار تـقـريـبـى ز. گزينـه�ى الـC در٨
مان بر حسـبجه به زا جمع كنيم. با تـوا بيابيم و حاصـل رتكليـC ر

د مى�كنيم و به جاىديك�ترين دقيقه گرا به نزمان رثانيه در هر كدام، ز
ار مى�دهيم:مان قرآن ز

                                  
ًتقريبا            دقيقه ٣٦      → ثانيه٤٧دقيقه و ٣٥ 

          دقيقه ٤٧       → ثانيه٢٣ دقيقه و ٤٧ 

دند كراعد تقريب گرجه به قوست است. با تو. گزينه�ى ب در٧
داريم:

                                                                                                     
دند كرگر١٫٠تقريب 
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شوند تا با استفاده از آن�ها بتوان، تعريC يا استدلال خود را دنـبـال
كرد. گاهى پذيرفتن يك «اصل» يا يك «تعـريـC» سـاده مـى�تـوانـد
نتيجه�هايى بسيار جالب و شگفت�انگيز به�بار آورد. به يـكـى از ايـن

«اصل»ها اشاره مى�كنيم.
❐

·Ë—u?ÖuL�u� Á—b�¬يكى از رياضى�دانان و مربيان بـزرگـى ،
كه تا همين چند سال پيش زنده بود، در مقاله�اى با عنوان «حرفه�ى

 ميلادى نوشته بود، مى�گـويـد: «…١٩٥٢رياضيات» كه در سـال 
وقتى با موقعيتى نا�آشنا در رياضيـات رو�بـه�رو مـى�شـويـم، بـايـد از
توانايى خود در استدلال استفاده كنيم و اين توانايى از راه ديگرى،
به�جز تمرين كافى، به دست نمى�آيد. بسيارى از مسئله�هايى را كـه
در مسابقه�هاى رياضى مطرح مى�شوند، نمـى�تـوان از مـوضـوع يـا
قضيه�ى روشنى نتيجه گرفت كه به ريـاضـيـات مـدرسـه�اى مـربـوط
باشد. براى حل آن�ها، بايد سر�نخى را در صورت مسئله جست�و�جو
كرد و در�واقع انديشه�اى را «به دام انداخت» كه بتوان با تكيه بر آن و
با استدلال�هاى پشت�سر�هم، خود را به نتيجـه�ى لازم رسـانـد. از
جمله مى�توان از اين مسئله ياد كرد كه به شوخى شبيه�تر است، طرح
آن در يك مسابقه، بسيارى از دانش�آموزان را به زحمت انداخته بود:

 هزار درخت كاج روييده است كه هيچ�كدام از آن�ها،٨٠٠در جنگلى 
 هزار برگ سوزنى ندارد. ثابت كنيد در اين جـنـگـل،٥٠٠بيش از 

دست�كم دو درخت كاج پيدا مى�شود كه تعداد بـرگ�هـاى سـوزنـى
آن�ها با هم برابر است.»

❐

Ä²?˛ t?� ËU?²?Ýu?Ö dt?K?J?¹d¹œ Ê) ميـلادى)١٨٠٥ ـ ١٨٥٩ 
رياضى�دان آلمانى، اصلى را آورد كه آن�قدر ساده و بـديـهـى اسـت
كه، در نظر اول، گمان مى�رود، نمى�تـوانـد در حـل مـسـئـلـه�هـاى
رياضى كارگشا باشد. اگر اين اصل را ساده كنيم، چـنـيـن اسـت:
وقتى شش كبوتر را در پنج لانه جا بدهـيـم، دسـت�كـم در يـكـى از

لانه�ها، دو كبوتر قرار مى�گيرند.
خود ديريكله، اين اصل را با زبان مجموعه�ها و كلى�تـر آورده

 عدد از يك چيز را بگذاريم، دست�كمn قفسه بيش از nاگر در است: 
در يكى از قفسه�ها بيش تراز يك عدد از آن قرار مى�گيرد.

اصل لانه�ى كبوترىيا اصل ديريكله اين اصل را در رياضيات، 
مى�گويند و، با همه�ى سادگى خود، براى حل بسيارى از مسئله�هاى
محاسبه�اى و منطقى، بسيار اهميت دارد. ولى به همـان انـدازه�اى
كه ساده است، براى كمك گرفتن از آن، بايد از تيزهوشى و مهارت
خود استفاده كرد. مسئله�هايى وجود دارند كه در آغاز مـعـمـايـى و
حل�نشدنى به نظر مى�رسند، در حالى كه با استفاده از اين اصل حل
مى�شوند. در اين�جا، تنها چند مثال ساده مى�آوريم. از مسئله�هايى
آغاز مى�كنيم كه كولموگورف در نوشته�ى خود از آن ياد كرده است.

 عدد از درختان كاج جنگل را در نظر مى�گيريم. بدون٥٠٠٠٠١
اين�كه لازم باشد تعداد برگ�هاى هريك را بشماريم، روشن اسـت

كه يكى از دو حالت وجود دارد:
يا شانس مى�آوريم و دسـت�كـم تـعـداد بـرگ�هـاى سـوزنـى دو

 درخت با هم برابرند كه به معناى درسـتـى٥٠٠٠٠١درخت از اين 
حكم مسئله است.

يا شانس نمى�آوريم و تـعـداد بـرگ�هـاى سـوزنـى هـمـه�ى ايـن
 درخت با هم فرق دارند؛ يعنى يكى از درخت�هـا بـدون٥٠٠٠٠١

 برگ و سرانجام آخرين٢برگ است، دومى يك برگ دارد، سومى 
 هزار برگ٥٠٠درخت (يعنى پانصد هزار و يكمين درخت) درست 

 درخت٥٠٠٠٠١دارد. اكنون اگر تنها يك درخت ديگر را غير از اين 
(از بين بقيه�ى درخت�هاى جنگل) انتخاب كنيم، بى�تـرديـد تـعـداد

�، …�،�٢، �١، ٠بـرگ�هـاى سـوزنـى آن بـرابـر يـكـى از عـددهــاى 
 درخت٥٠٠٠٠١، يعنى برابر تعداد برگ�هـاى يـكـى از ٥٠٠٠٠٠

قبلى خواهد بود.
 مداد از سه رنگ متفاوت داريم (هر مداد تنهـا�٢٥. ٢مسئلـه�ى 

           دقيقه ١٥       → ثانيه٥٤ دقيقه و ١٤ 
           دقيقه ٢٨      → دقيقه ٤٠+   ثانيه١٨ دقيقه و ٢٨            → ــــــــــــــــــ ثانيه٣٠دقيقه و ٣٩

 دقيقه١٦٦      

ا به ساعت تبديل مى�كنيم: دقيقه ر١٦٦مان ز

  

1 6 6

− 1 2 0
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60

2

ًمان دقيقه به ساعت تقريبادن زد كردقيقه با گر٤٦ساعت و ٢اين�بار 
اهد شد. ساعت خو٣
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كه يا هر سه ضلع آن نقطه�چين است و يـا هـر سـه ضـلـع آن خـط�هـاى
كامل.

qŠ: نقطه�ها را A ،B ،C ،D ،E و Fمى�ناميم (شكل را 
 را با پنج پاره�خط راست به پنج نـقـطـه�ى ديـگـر وصـلAببينـيـد). 

مى�كنيم. اين پاره�خط�هاى راسـت را بـه دلـخـواه بـا خـط كـامـل يـا
نقطه�چين در نظر مى�گيريم. بين اين پنج پاره�خط راست، دست�كم
سه تا با خط كامل يا سه تا با نقطه�چين خواهد بود. بـراى نـمـونـه،

 از يك نوع باشندAD و AB ،ACفرض مى�كنيم پاره�خط�هاى راست 
(روى شكل اين سه پاره�خط راست، كامل�اند).

 را دو�به�دو به هم وصل مى�كنيـم.D و B ،Cاكنون نقطه�هـاى 
 از يك نوع (نقطه�چـيـن يـاCD و BC ،BDاگر سه پاره�خط راسـت 

BCDكامل) باشند، جواب مسئله به دست آمده است (يعنى مثلث 

يا سه ضلع نقطه�چين و يا سه ضلع كامل دارد). ولى اگر سه پاره�خط
 از دو گونه�ى متفاوت بـاشـنـد، بـه نـاچـارCD و BC ،BDراسـت 

،ABدست�كم يكى از آن�ها از همان�گونه�ى پاره�خـط�هـاى راسـت 
AC و AD است (در شكل، پاره�خط راست BDبا خط كامل يعنى 

 اسـت). در ايـن صـورت، يــكــى ازAD و AB ،ACاز گـونــه�ى 
 جواب مسئله است (در شكـل،ACD يا ABC ،ABDمثلث�هـاى 

 از يك نوع و درنتيجه اين مثلث جواب مسئلهABDضلع�هاى مثلث 

 مداد از يك رنگ٩يك رنگ دارد). ثابت كنيد، بين آن�ها مـى�تـوان 
پيدا كنيد.

qŠ: مداد را روى سه ميز مى�گذاريم. طورى كه روى٢٤ 
هر ميز، مدادهاى هم�رنگ باشند. بدترين وضع وقتى پيش مى�آيـد

 مداد قرار گيرد. ولى هنوز يك مداد داريم كه بايد٨كه روى هر ميز 
 مداد هم�رنگ٩روى يكى از اين سه ميز قرار گيرد؛ يعنى روى آن ميز 

خواهد بود.
. كم�ترين تعداد از عددهاى طبيعى را پيدا كـنـيـد كـه٣مسئلـه�ى 

٥بين آن�ها دو عدد وجـود داشـتـه بـاشـد بـه�طـورى كـه تـفـاضـلـشـان بـر 
بخش�پذير باشد.

qŠ:اين مطلب را مى�دانيد كه اگر در تقسيم دو عدد متفاوت 
٥، باقى�مانده�هاى مساوى به�دست آيد، تفاضل اين دو عدد بر ٥بر 

بخش�پذير مى�شود (اگر دو عدد برابر باشند، تفاضلشان برابر صفر
، بخش�پذير است).٥است و صفر هم بر هر عددى، از جمله 

اگر پنج عدد طبيعى انتخاب كنيم، ممكن است اين حالت پيش
�،٠، به پنج باقى�مانده متفاوت برسـيـم (٥آيد كه از تقسيم آن�ها بـر 

). و بنابراين نتوانيم بين آن�ها دو عدد بيابيـم كـه٥ و �٤، �٣، �٢، ١
 عدد طبيـعـى٦ بخش�پذير باشد. بـايـد دسـت�كـم ٥تفاضلشـان بـر 

، پنـج٥انتخاب كنيم. زيرا اگر پـنـج عـدد از آن�هـا در تـقـسـيـم بـر 
 بدهند، باقى�مانده�ى حاصل٤ و �٣، �٢، �١، ٠باقى�مانده�ى متفاوت 

�،�١، ٠، به�ناچار با يكى از همين پنج عدد ٥از تقسيم عدد ششم بر 
 برابر خواهد بود.٥ يا �٤، �٣، ٢

. شش نقطه�ى متفـاوت داده شـده اسـت و مـى�دانـيـم٤مسئـلـه�ى 
هيچ سه نقطه�اى روى يك خط راست و هيچ چهار نقطه�اى روى يك
صفحه نيستند. اين نقطه�ها را دو�به�دو با پاره�خط�هـاى راسـت بـه�هـم

 پاره�خط راست به دست مى�آيـد). بـرخـى از١٥وصل كرده�ايم (كـه 
پاره�خط�هاى راست با نقطه�چيـن و بـرخـى ديـگـر بـا خـط كـامـل رسـم
شده�اند (به صورتى دلخواه). ثابت كنيد، يك مثـلـث پـيـدا مـى�شـود
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سـت اسـت. كـافـى اسـت تـنـهـا تــعــداد. گـزيـنـه�ى ب در١٠
ند، جمع كنيم: دار٣٦ تا ٣٣ه�ى كفش ا كه شمارانى ردانش�آموز
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است).
. ثابت كنيد بى�نهايت عدد به صورت٥مسئله�ى 

)١                                                                  (    1111L10000L0

مـى�تـوان پـيـدا كـرد كـه بـر هـر عـدد دلـخـواه طـبـيــعــى كــه در نــظــر
گرفته�ايد، بخش�پذير باشد.

qŠ:) پيدا كنيم١ فرض كنيد بخواهيم عددى به صورت (
 عدد را به اين صورتn بخش�پذير باشد. دنباله�ى nكه بر عدد طبيعى 

در نظر مى�گيريم:
)٢                                                   (

    
1,11,111,1111,L,111L1

n
123

                                                                   
رقم

 بخش�پذير باشد، آن�وقت با اضافه كردنnاگر يكى از آن�ها بر 
هر چند صفر به سمت راست آن، باز هم عددهايى به دست مى�آيند

n   بخش�پذير هستند. براى نمونه اگر داشته باشـيـم nكه بر  =13،
١٣ (عدد ششم از دنباله�ى عددهاى (٢)) بر ١١١١١١آن وقت عدد 

بخش�پذير است و بنابراين بى�نهايت عدد:
    1111110,11111100,111111000,L

 بخش�پذير خواهند١٣) هستند، بر ١كه عددهايى به صورت (
بود.

 بخش�پـذيـرn) بر ٢ عدد بـه صـورت (nولى اگر هيـچ�كـدام از 
، باقى�مانده�ى برابر پيداnنباشد، به�ناچار دو تا از آن�ها در تقسيم بر 

،n بخش�پذير نباشد، در تقسيـم بـر nمى�كنند. زيرا اگر عددى بـر 
n)  يكـى از  n  �، …، �٣، �٢، ١ باقى�مانـده�ى (1−  را مى�دهـد.1−

 عدد سر�و�كار داريم. تفاضل دو عددى كه ضمن تقسيمnولى ما با 
 بخش�پذير است. و اينn به باقى�مانده�هاى برابر مى�رسند، بر nبر 

) است كه با اضافه كردن هر چند صفر١تفاضل، عددى به صورت (
 بخش�پذير خواهد بود. براى نمونه،nبه سمت راست آن، باز هم بر 

n  اگر فرض كنيم  = ١١١١١ و ١١١١، آن�وقت از جمله دو عدد 8

 مى�دهند؛ يعنى:٧. باقى�مانده�هايى برابر ٨در تقسيم بر 
  11111−1111=10000

 بخش�پذير است و درنتيجه، همه�ى عددهاى:٨بر 
    10000=104 ,105 ,106 ,L

 بخش�پذيرند.٨) هستند، بر ١كه عددهايى به صورت (
❐

در اين�جا تلاش كرديم نمونه�هاى ساده�اى از كاربرد «اصل لانه
كبوترى» در حل مسئله�ها بياوريم. ولى در�واقع كاربـرد ايـن اصـل
بسيار فراتر از اين نمونه�هاى ساده است. در ضمن، رياضـى�دانـان
توانسته�اند «اصل ديريكله» را تعميم دهند و كاربردهاى شگفتى�آورى
براى آن پيدا كنند. ولى براى پـرهـيـز از وارد شـدن بـه بـحـث�هـاى

كم�و�بيش پيچيده، مطلب را در همين�جا به پايان مى�بريم.
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پتقسيم مى�كنيم تا بفهميـم از هـر تـو 
د:خته مى�شوچه چند دست لباس دوپار
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دست لباس از٣٥د. پس  يك دست لباس بايد حذف شو٧٥٫٠
 دست لباس نياز داريم:٨٠٠چه به�دست مى�آيد. ما به پ پارهر تو
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٢٣ بـه ًام. پس تقريبـا٢٣پ  از تو٨٥٫٠پ كامل و  تو٢٢يعنـى 
چه نياز داريم.پ پارتو


