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}n  اگر  } n=1
 دنباله�ى اعداد طبيعى باشد، آن�گـاه بـا حـذف∞

تعداد متناهى يا تعداد نامتناهى از جملات اين دنباله، دنباله�اى
جديد حاصل مى�شود كه آن را زير�دنباله�اى از اعـداد طـبـيـعـى

مى�گويند. به عبارت ديگر، دنباله�ى 
  

nk{ } k =1

 را يك زير�دنباله∞
}n  از دنباله�ى  } n=1

t مى�گويند، هرگاه به ازاى هر ∞ ∈ |N و k،
kاگر  < t آن�گاه ،nk < nt.

به اجمال مى�توان گفت، زير�دنـبـالـه�ى 
  

nk{ } k =1

 از اعداد∞
طبيعى، دنباله�اى از اعداد طبيعى است كه جملاتش رفته رفتـه

 هر�يك از دنباله�هاى:ًبزرگ�تر و بزرگ�تر مى�شوند. مثلا

    

2, 3,5,7,11,13,17,L, Pn ,L

2,4,6,8,10,12,14,L,2n,L

1, 3,5,7,9,11,13,L,2n −1,L

}n  زير�دنباله�هايى از  } n=1
 هستند.∞

t�U³�œÅd¹“ n¹dFð

اگر 
  
f = f n{ } n=1

 يك دنباله از اعداد حقيقى باشد، آن�گاه∞
با حذف تعداد متناهى يا تعداد نامتناهى از جملات اين دنباله،
دنباله�اى جديد به�وجود مى�آيد كه آن را زير�دنباله�اى از دنباله�ى

  
f = f n{ } n=1

 مـى�گـويـنـد. هـمـچـنـيـن، اگــر ∞
  
N = ni{ } i=1

∞

زير�دنباله�اى از اعداد طبيعى باشد، در اين صـورت دنـبـالـه�ى
foN را يك زير�دنباله از دنبـالـه�ى 

  
f = f n{ } n=1

 مى�گويند كـه∞
جمله�ى عمومى آن به صورت زير به�دست مى�آيد:

∀ k ∈ |N    foN(k) = f (nk ) = f nk

بنابـرايـن 
  
foN = f nk{ }

k =1

 را يك زير�دنبـالـه از دنـبـالـه�ى∞

  
f = f n{ } n=1

 مى�گويند.∞
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اگر 
  

an{ } n=1

 يك دنباله از اعداد حـقـيـقـى و ∞
  

ni{ } i=1

 يك∞
زير�دنباله از اعداد طبيعى بـاشـد، در ايـن صـورت، دنـبـالـه�ى

  
ani{ }

i=1

 را يك زير�دنباله از دنباله�ى ∞
  

an{ } n=1

 مى�گويند.∞

 دنبالـه�ى مثال:
  

an{ } n=1

an   با جمله�ى عمومـى ∞ = (−1)n

مـفــروض اســت. مــى�دانــيــم، ايــن دنــبــالــه بــه صــورت
    −1,1, −1,1,L, (−1)n ,L.نيز نمايش داده مى�شود 

ni  اگر زير�دنباله�ى  = 2i،از اعداد طبيعى را در نظر بگيريم 
آن�گـاه 

  
ani

= a2i = (−1)2i  يـك زيـر�دنـبـالـه از دنـبــالــه�ى1=

  
an{ } n=1

 و يا L,1,1,1     است كه بـه صـورت ∞
  

a2i{ } i=1

 نمايـش∞
داده مى�شود.

ni  هم�چنين، اگر زير�دنبالـه�ى  = 2i  از اعداد طبيعى را1+
در نظر بگيريم، آن�گاه دنبالـه�ى 

  
ani

= a2i+1 = (−1)2i+1 = −1

يـك زيـر�دنـبـالـه از دنـبـالــه�ى 
  

an{ } n=1

 اسـت كـه بـه صـورت∞

    −1, −1, −1,L يا 
  

a2i+1{ } i=1

 نمايش داده مى�شود.∞
 در هر دنباله�ى نكته:

  
an{ } n=1

؛ زير�دنباله�ى ∞
  

a2k{ } k =1

 را∞
زير�دنباله�ى حاصل از جملات با انديـس زوج و زيـر�دنـبـالـه�ى

  
a2k −1{ } k =1

 را زير�دنباله�ى حاصل از جملات بـا انـديـس فـرد∞
مى�گويند.
 در دنـبــالــه�ى مـثــال:

  
an{ } n=1

 بـا جـمــلــه�ى عــمــومــى∞

  
an = (−1)n

n
 زير�دنباله�هاى حاصل از جمله�هاى با انديس زوج

و انديس فرد را مشخص كنيد.

∫qŠ

زير�دنباله�ى حاصل از جمله�هاى با انديس زوج، دنبالـه�ى

  
a2k{ } k =1

 به صورت زير به�دست مى�آيد:a2k   است كه ∞

  
a2k = (−1)2k

2k
= 1

2k

ايـن زيـر�دنـبــالــه بــه صــورت 
    

1
2

,
1
4

,
1
6

,L,
1

2k
,Lو يــا 

  

1
2k





 k =1

∞

 نمايش داده مى�شود.

به طور مشابه، زير�دنباله�ى حاصل از جمـلات بـا انـديـس
فرد، دنبـالـه�ى 

  
a2k −1{ } k =1

a2k   است كه در آن ∞  برابر اسـت1−

با:

  
a2k −1 = (−1)2k −1

2k −1
= −1

2k −1

اين زير�دنباله نيز به صورت 
    
−1, − 1

3
, − 1

5
,L,

−1
2k −1

,L

و يا 
  

−1
2k −1





 k =1

∞

 نمايش داده مى�شود.

 هر�يك از دنباله�هاى زير، يك زير�دنباله از دنبـالـه�ىمثال:

  
an{ } n=1

 با جمله�ى عمومى ∞
  
an = n

n +1
 است.

    
an = n

n +1
:
1
2

,
2
3

,
3
4

,
5
6

,L,
n

n +1
,L

    
a2k = 2k

2k +1
:
2
3

,
4
5

,
6
7

,L,
2k

2k +1
,L

    
a2k −1 = 2k −1

2k
:
1
2

,
3
4

,
5
6

,
7
8

,L,
2k −1

2k
,L

    
a3k = 3k

3k +1
:
3
4

,
6
7

,
9
10

,
12
13

,L,
3k

3k +1
,L

    
a3k +1 = 3k +1

3k +2
:
4
5

,
7
8

,
10
11

,
13
14

,L,
3k +1
3k +2

,L

    
a3k −1 = 3k −1

3k
:
2
3

,
5
6

,
8
9

,
11
12

,
14
15

,L,
3k −1

3k
,L

a
2k = 2k

2k +1
:
2
3

,
4
5

,
8
9

,
16
17

,
32
33

,L,
2k

2k +1
,L
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اگر 
  

an{ } n=1

 يك دنباله از اعداد حقـيـقـى بـاشـد، در ايـن∞
anصورت، مجمـوعـه�ى  :n ∈ |N{ رد دنباله مى�گويـنـد.ُ را ب{

دنبالـه�ى 
  

an{ } n=1

 را از بالا يا پايين يا به طور كـلـى، كـران�دار∞
رد دنباله از بالا يا پايين و يا به طورُخوانيم، هرگاه مجموعه�ى ب

كلى كران�دار باشد.
همچنين دنبالـه�ى 

  
an{ } n=1

ردُ را بى�كران خوانيم، هرگاه ب∞
آن حداقل از يك طرف بى�كران باشد. كران�دارى يك دنباله را

به صورت�هاى زير نيز مى�توان تعريV كرد.

—«œÅÊ«d� ôUÐ “« ÈÅt�U³�œ n¹dFð

گوييم دنبالـه�ى 
  

an{ } n=1

 از بالا كران�دار است، اگر عـدد∞
n موجود بـاشـد؛ بـه طـورى كـه بـراى هـر Mحقـيـقـى  ∈ |N،
an ≤ M در اين صورت، عدد حقيقى ،Mرا يك كران بالاى 

رد دنباله) مى�گويند.ُدنباله (كران بالاى ب

 دنــبـــالـــه�هـــاى :١مــثـــال 
  

n
n +1





 n=1

∞

 و 
  

(−1)n{ }
n=1

 و∞
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2n
n +1





 n=1

∞

 از بالا كران�دار هستند، زيرا:

  
∀ n ∈ |N:  n < n +1⇒ n

n +1
<1

  ∀ n ∈ |N;   −1≤ (−1)n ≤1

  
∀ n ∈ |N:   2 >0⇒ 2n +2 > 2n ⇒ 2n

n +1
< 2

 دنــبــالــه�هـــاى :٢مــثــال 
  

n2 +1
n







 n=1

∞

2n   و  +1{ } n=1
 و∞

  
2n −1{ }

n=1

رد هر كدام، از بالاُ از بالا بى�كران هستند، زيرا ب∞
بى�كران است:

  
= n2 +1

n
:n ∈ |N









 رد دنباله: ُب
  

n2 +1
n







 n=1

∞

                     
  
= 2,

5
2

,
10
3

,
17
4

,
26
5

,…





  = 2n +1:n ∈ |N{ } = 3,5,7,9,11,…{ 2n  رد دنباله: ُ ب{ +1{ } n=1
∞

  
= 2n −1:n ∈ |N{ } = 0, 3,7,15, 31,…{ رد دنباله:  ُ ب{

  
2n −1{ }

n=1

∞

—«œÅÊ«d� sO¹UÄ “« ÈÅt�U³�œ n¹dFð

دنباله�ى 
  

an{ } n=1

 را يك دنباله�ى از پايين كران�دار خوانيم،∞
n موجود باشد؛ به طورى كه براى هر Nاگر عدد حقيقى  ∈ |N،

N ≤ an در اين صورت، عدد حقيـقـى .Nرا يك كران پاييـن 
رد دنباله) مى�گويند.ُدنباله (كران پايين ب

دنــبـــالـــه�هـــاى : ١مــثـــال 
  

(−1)n{ }
n=1

 و ∞
  

n2 +1{ }
n=1

 و∞

  

n +2
n + 3





 n=1

∞

 از پايين كران�دار هستند، زيرا:

  ∀ n ∈ |N:    −1≤ (−1)n ≤1

  ∀ n ∈ |N:    n ≥1⇒ n2 +1≥ 2

  
∀ n ∈ |N:    

3
4

≤ n +2
n + 3

<1

 دنباله�هاى :٢مثال 
  

−n2{ }
n=1

 و ∞
  
1− 3n{ }

n=1

 و ∞
  

−n2

n +1









رد اين دنباله�ها از پايين بى�كـرانُاز پايين بى�كران است، زيـرا ب
است:

  
= −n2:n ∈ |N{ } = …, −9, −4, −1{ رد دنباله:     ُ ب{

  
−n2{ }

n=1

∞

  
= 1− 3n :n ∈ |N{ } = …, −26, −8, −2{ رد دنباله: ُ ب{

  
1− 3n{ }

n=1

∞

  
= −n2

n +1
:n ∈ |N









= …,
−9
4

,
−4
3

,
−1
2





رد دنباله:ُ ب 

  

−n2

n +1







 n=1

∞

—«œÅÊ«d� ÈÅt�U³�œ n¹dFð

گوييم دنباله�ى 
  

an{ } n=1

 كران�دار است، اگر اين دنبالـه از∞
بالا و پايين كران�دار باشد. به عبارت ديگر، دنبالـه�ى فـوق را

M  كران�دار گوييم، اگر عدد حـقـيـقـى   موجود باشـد؛ بـه0<
nطورى كه براى هر  ∈ |N ،−M ≤ an ≤ M يا an ≤ M.

 دنبالـه�هـاى :١مثـال 
  

n +1
2n +1





 n=1

∞

 و 
  

n2 + n

n2 + n +1







 n=1

∞

 و

  

1
n2 +1





 n=1

∞

 كران�دار هستند، زيرا:

  
∀ n ∈ |N:    

1
2

< n +1
2n +1

≤ 2
3

⇒ − 2
3

≤ n +1
2n +1

≤ 2
3

  
∀ n ∈ |N:    

2
3

≤ n2 + n

n2 + n +1
<1⇒ − 1< n2 + n

n2 + n +1
<1

  
∀ n ∈ |N:    0< 1

n2 +1
< 1

2
⇒ − 1

2
< 1

n2 +1
< 1

2

 دنـبــالــه�هــاى :٢مــثــال 
  

(−1)n n{ }
n=1

 و ∞
  
2n + n{ }

n=1

 و∞

  

(−1)n n2

n +1







 n=1

∞

رد اين دنباله�ها حداقلُ بى�كران هستند، زيرا ب

از يك طرف بى�كران است:

  = …, −3, −1,2,4,…{ رد دنباله: ُ ب{
  

(−1)n n{ }
n=1

∞

  = 3,6,11,20,…{ رد دنباله: ُ ب{
  
2n + n{ }

n=1

∞

  
= …,

−25
6

,
−9
4

,
−1
2

,
4
3

,
16
5

,…





رد دنباله:ُ ب
  

(−1)n n2

n +1







 n=1

∞

تعاريV كران�دارى يك دنباله را مى�توان با علائم ريـاضـى
به شكل زير بيان كرد:

an ⇔ ∃ M ∈ |R  ∀ n ∈ |N:  an ≤ M از بالا كران�دار است
an ⇔ ∀ M ∈ |R  ∃ n ∈ |N:  an > M از بالا بى�كران است

an ⇔ ∃ N ∈ |R  ∀ n ∈ |N:  N ≤ anاز پايين كران�دار است 
an ⇔ ∀ N ∈ |R  ∃ n ∈ |N:  an < N از پايين بى�كران است

  an ⇔ ∃ M >0 ∀ n ∈ |N:   an ≤ Mكران�دار است 

  an ⇔ ∀ M >0 ∃ n ∈ |N:   an > Mبى�كران است 


