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بحث در وجود و علامت ريشه�هاى
جه�ى سوممعادله�ى در

 محمدهاشم رستمى محمدهاشم رستمى محمدهاشم رستمى محمدهاشم رستمى محمدهاشم رستمى●

معادله�ى درجه�ى سوم به صورت كلى زير است.
   ax3 + bx2 + cx + d =0    (a ≠ 0)

 نيز همگى مخال* صفر باشند،d و b،c اگر ضريب�هاى 
معادله�ى درجه ى سوم را كامل مى�نامند؛ مانند معادله�هاى زير:
  2x3 − 5x2 + 3x −2 =0

  x3 +2x2 + 5x + 6 =0

 مساوى صفر باشد،d يا c يا  bاما اگر يكى از ضريب�هاى 
معادله�ى درجه�ى سوم را ناقص مى�نامند؛ مانند معادله�هاى زير:

d  ال*)  =0،   ax3 + bx2 + cx =0

c  ب)  =0،    ax3 + bx2 + d =0

b  پ)  =0،   ax3 + cx + d =0

b  ت)  = d =0،   ax3 + cx =0

c  ث)  = d =0،   ax3 + bx2 =0

b  ج)  = c = d =0،   ax3 =0

حل اين معادله�ها در حالت�هاى (ال*)، (ت)، (ث) و (ج)
ساده است، زيرا  با فاكتورگيرى از عامل مشترك در حالت�هاى

 به حاصل ضرب يك٣(ال*)، (ت) و (ث)، معادله�ى درجه�ى
معادله�ى درجه�ى اول و يك معادله�ى درجه�ى دوم تبديل مى�شود
كه با حل آن�ها، جواب�هاى معادله به�دست مى�آيد و در حالـت

x  (ج)، نيز جواب معادله   است.0=

اما در حالت�هاى (ب) و (پ)، حل معادله�ى درجه�ى سوم
ناقص، مانند حالت�هاى ديگر نيست و ما اينك در جست�وجوى
راه�حل آن�ها هستيم. يعنى، مسئله�اى كه ما با آن سروكار داريم،
حل معادله�ى درجه�ى سوم كامل و يا حل معادله�ى درجه�ى سوم

ناقص به صورت�هاى زير است:
   ax3 + bx2 + d ax3   يا 0= + cx + d =0

a  با توجه به  ≠ ب)(، با تقسيم كردن دو طرف معادله�هاى 0
 داريم:aو (پ) بر 

 (ب)َ
  
x3 + b

a
x2 + d

a
=0

  (پ)َ
  
x3 + c

a
x + d

a
=0

b(ب) بـا فــرض َمـعـادلــه�ى 
a

= A و d
a

= Bبـه صــورت 

  x3 + Ax2 + B c(پ) بــا فــرض َ، و مـعــادلــه�ى 0=
a

= pو 
d
a

= q به صورت   x
3 + px + q  در�مى�آيد. نكته�ى جـالـب0=

توجه آن است كه با تبديل 
  
x = 1

X
(ب)، اين معادلهَ در معادله�ى 

(پ) درمى�آيد. توجه كنيد:َبه صورت معادله�ى 

١قسمت

بر
اى دانش�آموز

ان سال سوم وپيش�دانشگاهى
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x = 1

X
, x3 + Ax2 + B =0

 
  
⇒ (

1
X

)3 + A(
1
X

)2 + B =0

  
⇒ 1

X3 + A

X2 + B
1

=0⇒ 1+ AX + BX3

X3 =0⇒

  
BX3 + AX +1=0⇒ X3 + A

B
X + 1

B
=0

                                     ⇒ X3 + PX + q =0

اما نكته�ى جالب�تر آن است كه بـا تـبـديـل 
  
x = X − b

3a
،

ax3  معادله�ى درجه�ى سوم كـامـل + bx2 + cx + d  نيز بـه0=
X  مـعـادلـه�ى درجـه�ى سـوم نـاقــص 

3 + PX + q  تـبـديـل0=
مى�شود. (چرا؟) توجه كنيد:

  
x = X − b

3a
ax3   و  + bx + cx + d =0

  
⇒ a(X − b

3a
)3 + b(X − b

3a
)2 + c(X − b

3a
) + d =0

  
⇒ a(X3 − 3X2 × b

3a
+ 3(

b
3a

)2X − b3

27a3 )

  
+b(X2 + b2

9a2 − 2b
3a

X) + cX − bc
3a

+ d =0

  
⇒ aX3 − bX2 + b2

3a
X − b3

27a2 + bX2 + b3

9a2

  
− 2b2

3a
X + cX − bc

3a
+ d =0

  
⇒ aX3 + (

−b2

3a
+ c)X + (

2b3

27a2 − bc
3a

+ d) =0

      (*)
  
⇒ X3 + (− b2

3a2 + c
a

)X + (
2b3

27a3 − bc

3a2 + d
a

) =0

بــــــا فــــــرض 
  

−b2

3a2 + c
a

= p و 
  

2b3

27a3 − bc

3a2 + d
a

= q

خواهيم داشت:
  X

3 + pX + q =0

 معادله�هاى درجه�ى سوم زير را به صورت معادله�ىمثال.
X  درجه�ى سوم 

3 + PX + q  درآوريد.0=

2x3   ال�) −12x2 + 5x − 7 =0

3x3   ب) +9x2 + 5 =0

: داريم:حل
a  . در اين معادله،ال� = 2،  b = −12،  c = d   و 5 = −7

است و داريم:

  
x = X − b

3a
⇒ x = X − −12

3(2)
= X +2 ⇒ x = X +2

X   را بهxپس در معادله�ى داده شـده   تبديل مى�كنيـم.2+
خواهيم داشت:

  2(X +2)3 −12(X +2)2 + 5(X +2) − 7 =0

  ⇒ 2(X3 + 6X2 +12X + 8) −12(X2 + 4X + 4)

  +5X +10− 7 =0

  ⇒ 2X3 +12X2 +24X +16 −12X2 − 48X

  −48 + 5X +10− 7 =0

  ⇒ 2X3 −19X −29 =0

 تقسـيـم٢ يعنـى بـرX3  طرفين اين مـعـادلـه را بـر ضـريـب 
مى�كنيم. داريم:

  
X3 − 19

2
X − 29

2
=0

X  و ايــن مــعــادلــه بــه صـــورت 
3 + pX + q  اســت0=

  
(q = −29

2
   p = −19

2
).

 مقدارd وa،b،c: مى�توانستيم در دستور (*) به جاى نكته
قرار دهيم تا معادله�ى بالا به دست آيد. اما حفظ كردن دستور
(*) مشكل است، پس ترجيح دارد، به روش مستقيـم عـمـل

كنيم.
3x3  ب) در مـعـادلــه�ى درجــه�ى ســوم  +9x2 + 5 =0،

داريم:
  d = c   و 5 b   و 0= = a   و 9 = 3

  
x = X − b

3a
⇒ x = X − 9

9
= X −1⇒ x = X −1

                                                                            
  در معادله ى داده شده

  x = X −1                      →  3(X −1)3 +9(X −1)2 + 5 =0

  ⇒ 3(X3 − 3X2 + 3X −1) +9(X2 −2X +1) + 5 =0
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  ⇒ 3X3 −9X2 +9X − 3 +9X2 −18X +9 + 5 =0

  3X3 −9X +11=0

 تقسيـم٣ يعنى بـر X3  دو طرف اين معادله را بـر ضـريـب 
مى�كنيم. خواهيم داشت:

  
X3 − 3X + 11

3
=0

X  و ايــن مــعــادلــه بــه صـــورت 
3 + PX + q  اســت0=

  
(q = 11

3
 ,  P = −3).
3x3  . براى تبديل مـعـادلـه�ى ١نكـتـه�ى +9x2 + 5  بـه0=

X  مـعـادلــه�ى درجــه�ى ســوم بــه�صــورت 
3 + PX + q =0،

مى�توانيم از تغيير متغير 
  
x = 1

X
 استفاده كنيم. توجه كنيد:

  
3x3 +9x2 + 5 =0, x = 1

X
⇒ 3(

1
X

)3 +9(
1
X

)2 + 5 =0

  
⇒ 3

X3 + 9
X2 + 5 =0⇒ 3 +9X + 5X3

X3 =0

  ⇒ 3 +9X + 5X3 =0⇒ 5X3 +9X + 3 =0

  
⇒ X3 + 9

5
X + 3

5
=0

X  و اين معادله به صورت 
3 + pX + q  است.0=

x   چـون در روش اول .٢نكتـه�ى = X  و در روش دوم1−

  
x = 1

X
 اختيار شده است، پس معادله�هاى ناقص به�دست آمده
در دو روش بالا، از نظر ضرايب عددى، متفاوت خواهند بود؛
يعنى نبايد اين تصور را داشته باشيم كه در هـر دو راه�حـل، بـه
يــك مـــعـــادلـــه�ى درجـــه�ى ســـوم نـــاقـــص بـــه صـــورت

  X
3 + pX + q  و با ضرايب يكسان مى�رسيم.0=

 بـه طـور كـلــى، مــعــادلــه�ى درجــه�ى ســوم.٣نـكــتــه�ى

  ax3 + bx2 + d ، با تغييـر مـتـغـيـر 0=
  
x = 1

X
، به معـادلـه�ى

X  درجه�ى سوم به صورت 
3 + pX + q  تبديل مى�شود.0=

 با توجه به مطالب بيان شده، هر معادلـه�ى.١نكته�ى مهم
درجه�ى سوم كامل را مى�توان با استفاده از تغييـر مـتـغـيـر، بـه

X  معادله�ى درجه�ى سـوم بـه صـورت 
3 + pX + q  تبديـل0=

كرد. بنابراين، براى بـحـث در وجـود و عـلامـت ريـشـه�هـاى
ax3  معادله�ى درجه�ى سوم كـامـل  + bx2 + cx + d  كافى0=

است در وجود و علامت ريشه�هاى مـعـادلـه�ى درجـه�ى سـوم
X  ناقص 

3 + pX + q  بحث كنيم.0=
براى اين كار، معادله�ى بالا را به صورت زير مى�نويسيم:
  X

3 + pX + q =0⇒ X3 + pX = −q

y  اما اين معادله، معادله�ى تقاطع منحنى تابع  = X3 + pX

yو خط  = −q.است 

  

y = X3 + pX

y = −q





بنابـرايـن، بـراى بـحـث در وجـود و عـلامـت ريـشـه�هـاى
X  مـعـادلـه�ى درجـه�ى ســوم 

3 + pX + q  كـافـى اســت،0=
y  طول�هاى نقطه�هاى بـرخـورد مـنـحـنـى  = X3 + pXو خط 

y = −qرا تعيين كنيم. براى اين كار، اين منحنى و خط را در 
يك دستگاه محورهاى مختـصـات رسـم مـى�كـنـيـم و بـه ازاى

، تعداد نقطه�هاى بـرخـورد آن�هـا وq و pمقدارهاى متـفـاوت 
اندازه�ى جبرى طول اين نقطه�هاى برخورد را تعيين مى�كنيم.

 هرگاه معادله�ى درجه�ى سـوم داده شـده،.٢نكته�ى مـهـم
x  خود به صورت 

3 + px + q  باشد، براى بحث در وجود0=
و علامت ريشه�هاى آن نيازى به تغيير متغير نيست و اين معادله

را به صورت زير مى�نويسيم:
  x

3 + px = −q

y  اين معادله، معادله�ى تقاطع منحنى تابـع  = x3 + pxو 
yخط راست  = −qاست. بنابراين، براى بحث در وجـود و 

x  علامت ريشه�هاى معادله�ى درجه�ى سـوم 
3 + px + q =0،

y  منحنى تـابـع  = x3 + px و خط y = −qرا در يك دستگـاه 
محورهاى مختصات رسم مى�كنيم و تعداد نقطه�هاى برخـورد
آن�ها و همچنين اندازه�ى جبرى طول نقطه�هاى برخوردشان را

 مشخص مى�سازيم.q و pبه ازاى مقدارهاى متفاوت 
بديهى است كه به تعداد نقطه�هاى برخورد مـنـحـنـى تـابـع

  y = x3 + px و خــط y = −qمـعــادلــه�ى درجــه�ى ســوم ،

  x
3 + px + q  داراى جواب است و علامت ريشه�ها را نيز0=

با توجه به محل نقطه�هاى تقاطع مى�توان تعيين كرد. براى رسم
y  نمودار تابع  = x3 + pxمشتق اين تابع را محاسبه مى�كنيم ،

و مساوى صفر قرار مى�دهيم. داريم:
  y = x3 + px ⇒ ′y = 3x2 + p  ,  ′y =0⇒ 3x2 + p =0
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دو حالت وجود دارد:
p   حالـت اول:  است. در اين صورت، مشتـق ريـشـه0<

ندارد، زيرا:

  
3x2 + p =0⇒ 3x2 = −p ⇒ x2 = −p

3
<0

بنابراين، جهت تغييرات تابع در اين حالت ثابت است كـه
 در مشتق مثبت است، مشتق تابع همواره مثبتx2  چون ضريب 

و نمايش تغييرات آن همواره صعودى است. جدول تغييـرات
اين تابع در اين حالت به صورت زير و نـمـودار آن بـه صـورت

شكل زير است.

yخط  = −q، نمودار تغييرات تابـع   y = x3 + pxرا تنها 
در يك نقطه قطع مى�كند كه:

q−  . اگر ١ q  ، يعنـى 0<  باشد، طول نقطه�ى تـلاقـى0>
x  مثبت است. لذا معادلـه�ى 

3 + px + q  تنها يك ريشـه�ى0=
مثبت دارد (شكل ال*).

q−  . اگر ٢ q  ، يعنـى 0>  باشد، طول نقطه�ى تـلاقـى0<
x  منفى است. لذا معادله�ى 

3 + px + q ، تنها يك ريشه�ى0=
منفى دارد (شكل ب).

p  پس در حالت اول، يعـنـى وقـتـى   است، معادلـه�ى0<
x  درجه�ى سوم 

3 + px + q  تنها يك ريشه دارد كه علامت0=
 است و اندازه�ى اين ريشه از دستور زيـرqآن مخال* علامـت 

كه به دستور «كاردان» معروف است به�دست مى�آيد:

  
x = − q

2
+ q2

4
+ p3

27
3 + − q

2
− q2

4
+ p3

27
3

p   حالـت دوم:  است. در اين حالت مشـتـق دو ريـشـه0>
دارد:

  
′y =0⇒ 3x2 + p =0⇒ x2 = −p

3
>0⇒ x = ± − p

3

چون دو ريشه متمايزند، پس تابع دو نقطه�ى ماكـزيـمـم و
مى�نيمم دارد. براى تعيين اندازه�ى ماكزيمم يا مى�نيمم تابع بايد

ريشه�هاى مشتق، يعنـى 
  
x = −p

3
 و 

  
x = − −p

3
 را در تابع

قرار دهيم. داريم:

                                                                                
در تابع

  
x1 = − −p

3
         →  y1 = (− −p

3
)3 + p(− −p

3
)

  
⇒ y1 = +p

3
−p
3

− p
−p
3

= −2p
3

−p
3

                                                                                
در تابع

  
x2 = + −p

3
      → y2 = (+ −p

3
)3 + p(+ −p

3
)

  
⇒ y2 = −p

3
−p
3

+ p
−p
3

= +2p
3

−p
3

M1

X  > 01O x

y

y = -q > 0

M1

X  < 01

O x

y

y = -q < 0

(ال�)

(ب)

y

y

-

- 0
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جدول تغييرات تابع در اين حالت به صورت زير است:

نمودار تغييرات تابع در اين حالت، به صورت شكـل بـالا
yاست. اكنون اگر خط  = −qرا در همين دستگاه محورهاى 

,∞−) در بازه�ى qمختصات رسم كنيم، وقتى   تغيير كند،(∞+
حالت�هاى زير را خواهيم داشت:

 اگــــــــر .١
  

2p
3

−p
3

< y = −q < −2p
3

−p
3

، يــــــــا

  
q2 < −4p3

27
4p3   يــا  +27q2 y بــاشــد، خـــط 0> = −q،

y  نمودار تغييرات تابع  = x3 + pxرا در سه نقطه قطع مى�كند؛ 
x  يـعـنـى مـعـادلـه�ى 

3 + px + q  سـه ريـشـه دارد. در ايــن0=
q−  صورت، اگر  q  ، يعنـى 0>  باشد، معادله داراى يـك0<

q−  ريشه�ى منفى و دو ريشه�ى مثبت است. و اگر  ، يعنـى0<
  q  باشد، يك ريشه�ى مثبت و دو ريشـه�ى مـنـفـى خـواهـد0>

داشت.

y اگر خط .٢ = −q،بر نمودار تغييرات تابع مماس باشد 

يـعــنــى 
  
−q = −2p

3
−p
3

، و يـا 
  
−q = 2p

3
−p
3

، يـعــنــى

  
q2 = −4p3

27
4p3   و يــا  +27q2  بــاشــد، مـــعـــادلـــه�ى0=

  x
3 + px + q  يك ريشه�ى ساده و يك ريشه�ى مـضـاعـ*0=

دارد كه:
q−   اگـر ● q  ، يعـنـى 0>  باشد، ريشـه�ى سـاده مـنـفـى و0<

ريشه�ى مضاع* مثبـت اسـت.
q−   و اگر ● q   يعنـى ،0<  باشد، ريشه�ى ساده مـثـبـت و0>

ريشه�ى مضاع* منفـى اسـت.
در ايـن حـالـت، ريـشـه�ى سـاده و ريـشـه�ى مـضـاعـ* از

دستورهاى زير به دست مى�آيند:

  
= x1 = −2

q
2

ريشه�ى ساده 3

  
= x2 = x3 = q

2
ريشه�ى مضاع* 3

,y2   خــــارج بـــــازه�ى q- اگـــــر .٣ y1[ ، يــــعـــــنـــــى[

  
−q > y1 = −2p

3
−p
3

 و يـــــا 
  
−q < y2 = 2p

3
−p
3

 و يــــا

  
q2 > −4p3

27
4p3   و يــا  +27q2 y بــاشــد، خــط 0< = −q

نمودار تغييرات تابع را تنها در يك نقطه قطع مـى�كـنـد كـه:
q−   اگر ● q  ، يعنى 0>  باشد، طول نقطه�ى تقاطع منفـى0<

اسـت.
q−   اگر ● q  ، يعنى 0<  باشد، طول نقطه�ى تقاطع مثبت0>

اسـت.
q  پس در اين حالت معادله تنها يك ريشه دارد كه اگر  >0

q  باشد، ريشه�ى معادله منفى است و اگر   باشد، ريشه�ى0>
معادله مثبت اسـت.

p   بــا تــوجــه بــه ايــن�كــه وقـــتـــى نــكــتـــه:  اســـت،0<
  4p3 +27q2  است، مى�توان گفت كه اگـر در مـعـادلـه�ى0<

  x
3 + px + q =0 ،  4p3 +27q2  باشد، معادله تنهـا يـك0<

 است.qريشه دارد كه علامت آن مخال* عـلامـت 
ادامه دارد…

Mmax

O x

y

y= -q < y
2

Mmin y =
2

2P
3

-P
3

y < y = -q <02

0 < y = -q <y1

y =
1

-2P
3

-P
3

y= -q > y
1

-

-

y

y -2P
3

-P
3

0

2P
3

-P
3

0

max min

  
− − p

3   
− p

3


