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، و هر مجموعه شامـلV عضوى ماننـد nهر مجموعـه�ى 
 مانندVتعدادى يا هيچ يا همه�ى زيرمجموعه�هاى دوعضوى از 

E گرافى چون ،G = (V, E)كنند كه اين نمودار�را تعري, مى 
 وVيا گراف، شامل تعدادى نقطه يا رأس، به تعداد اعـضـاى 

 مى�باشد؛ بهEتعدادى خط (يال) بين رئوس، به تعداد اعضاى 
V و Viطورى كه بـيـن دو رأس  jشـود، هـرگـاه�يال رسم مى 

Vi , V j{ } ∈ E رأس�هاى، كه در اين حالت دو رأس مذكور را
vi مى�نـامـنـد (مـى�تـوان بـراى راحـتـى بـه جـاى مـجـاور , v j{ }

ViVنوشت:  j(.
V   اگـــــــــر مـــــــــثـــــــــال: = V1, V2, V3 , V4 , V5 , V6{  و{

  E = V1V2, V1V3 , V2V5 , V3V5 , V4V5{  در اين صـورت{
Gگراف  = (V, E).را رسم كنيد 

vðU�bI� ÈU¼œ«œ—«d� Ë  UŠöD�«

 گراف و تعداد يال�هامرتبه�ىدر هر گراف، تعداد رأس�ها را 
 نمايش مى�دهند.q و p گراف مى�نامند و به ترتيب با اندازه�ىرا 

 عبور مى�كنند، درجه�ىaهم�چنين، تعداد يال�هايى كه از رأس 
 نشان داده مى�شود. اگـر درجـه�ى(dega)آن رأس ناميده و بـا 

 و اگر فردرأس زوجيك رأس عددى زوج باشـد، آن رأس را 
 مى�ناميم. چنان�چـه از يـك رأس يـالـىرأس فردباشـد، آن را 

 مى�نامند. بزرگ�ترين درجـه�ىايزولهعبور نكنـد، آن رأس را 
يـك رأس در يـك گـراف، مـاكــزيــمــم درجــه�ى گــراف، و
كوچك�ترين درجه، مى�نيمم درجه�ى گراف ناميده مى�شـود.

 نشان مى�دهند.δ و ∆اين دو عدد را به ترتيب با 

٤ و با اندازه�ى ٦در مثال قبل، گرافى رسم شده از مرتبه�ى 
 ايزوله است و داريم:V6   يال) كه رأس ٤ رأس و ٦(

  deg V6 =0, deg V1 = 2, deg V2 = 2, deg V3 = 2

  deg V4 =1, deg V5 = 3

 هـــمـــگـــى زوج، وV3   و V2   و V1   و V6  رأس�هـــاى 
 فرد هستـنـد. در ايـن گـراف، هـمـوارهV5   و V4  رأس�هـاى 

  ∆ = δ   و 3 ماكزيمم و مى�نيمم درجه).( 0=
حال كه يادآورى اجمالى روى مقدمات و تعاري, در

ه	ى پيش	دانشگاهىان دوراى دانش	آموزبر
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گراف�هاى ساده انجام شد، آماده�ايم تا به سراغ دسـتـه�ى
خاصى از گراف�ها به نام «درخت» برويم. ولى قبل از آن
توصيه مى�كنم، مفاهيمى چون مسـيـر، دور، هـم�بـنـدى

 ـمنتظم و گراف تهىrگراف�ها، گراف كامل، گراف�هاى  �
را يك بار مطالعه كنيـد، تـا آمـاده بـاشـيـم بـراى كـشـيـدن

درخت!

Xš—œ n¹dFð

هر گراف هم�بند كه دور نداشته باشـد، «درخـت» نـامـيـده
مى�شود. پس در واقع درخت�ها دسته�ى خاصى از گراف�هاى
هم�بند هسـتـنـد كـه ويـژگـى�هـاى خـاص خـودشـان را دارنـد.
مهم�ترين ويژگى آن�ها، فاقد دور بودن است. از تعري, درخت
چنين برمى�آيد كه اگر گرافى هم�بند نباشد يا دور داشته باشـد،

درخت نيست.
گراف�هاى زير درخت نيستند:

 نشـان مـى�دهـيـم كـهTp را با نـمـاد Pدرخت از مـرتـبـه�ى 
 درخت�هايى منحصر�به�فرد هستندT3   و T2   و T1  درخت�هاى 

 و…، منحصر�به�فرد نيستند.T5   و T4   به بالا، يعنى T3  و از 
به درخت�هاى زير توجه كنيد:

) با١٢) و ((، درخت�هاى شماره�ى T6  توجه داريد كه در 
٢�، ٣هم فرق اساسى دارند. اگرچه تعداد رأس�هاى درجه�ى 

) بـا دو٬١ در (٣در آن�ها برابر است، ولـى رأس درجـه�ى ١و 
) با٢ مجاور است و در (٢ و يك رأس درجه�ى ١رأس درجه�ى 

 مجاورت دارد.١ و يك رأس درجه�ى ٢دو رأس درجه�ى 
اگر اطلاعاتى راجع به هيدروكربن�ها در شيمى آلى داشتـه
باشيد، شباهت�هاى بسيارى را بين ساختمان مولكولى آن�ها و

درخت�ها مشاهده مى�كنيد. در واقع، اگر هر هيدروژن و كربن
را در حكم يك رأس و پيوند مولكولى بين آن�ها را يال تـصـور
كنيم، هر هيدروكربن يك درخت است كه در اين صورت، از
تمام قضايا و نكته�هايى كه در گراف�ها بيان و اثبات مى�شـود،

مى�توان در اين بخش از علم شيمى استفاده كرد.
نكته�ى بسيار مهمى كه از تعري, درخت مى�توان دريافـت
اين است كه چون درخت، گرافى هم�بند است كه دور ندارد،

،Pپس مى�توان گفت در بين گراف�هاى هـم�بـنـد از مـرتـبـه�ى 
گراف كامل)( Kp كمترين تعداد يال را دارد و البته Tpدرخت 

داراى بيشترين يال ممكن است. در واقع، اگر حتى يك يال به
يك درخت اضافه شود (بدون اضافه كردن رأس)، در آن دور
ايجاد مى�شود و ديگر درخت نيست. و نيز اگريك يـال از هـر
جاى آن حذف كنيم، گرافى ناهم�بند پديد مـى�آيـد كـه بـاز هـم
درخت نيست. همين خاصيت درخت�ها ما را به يك شرط لازم
براى هم�بندى مى�رساند. بدين صورت كه: «در هر گـراف از

q  ، اگر q و اندازه�ى pمرتبه�ى  < p  آن�گاه اين گراف همواره1−
 است.»ناهم�بند

 هم�بند باشد، در اين صـورتGبه بيان ديگر، اگر گـراف 
q  حـداقـل مـقـدار بـراى تـعـداد يـال�هــاى آن  = p  اســت.1−

p  (رابطه�ى  = q q   يـا 1+ = p  بين مرتبه و اندازه، در تمـام1−
درخت�ها برقرار است كه به صورت قضيه�اى در درخت�ها بيان

p  و اثبات مى�شود.) بين درخت�هاى از مرتبه�ى  ≥ ، همواره3
p  براى هر  ≥  يك درخت وجود دارد كه به صورت يك خط3

مستقيم است يا مى�توان آن را به يك خط مستقيم تبديل كـرد.
p  براى مثال، بـراى  = p   و 5 =  در شكل�هاى قبل ملاحظـه4

كرديد كه درخت�هاى زير:
                  

ويژگى خط مستقيم را دارند كه ما از اين به بعـد بـه چـنـيـن
درخت�هايى، «درخت ساده» مى�گوييم.

، هموارهpواضح است كه در هر درخت ساده از مرتبه�ى 
  ∆ =  است) و چنين درخت�هايى٢ماكزيمم درجه�ى درخت ( 2
p)   و ١ رأس از درجه�ى ٢داراى   هستند.٢ رأس از درجه (2−

 داشته بـاشـيـم:pو برعكس اگـر در يـك درخـت از مـرتـبـه�ى 
  ∆ =  درخت ساده خواهد بود! بنابراينً، چنين درختى حتما2

 ازTمى�توان گفت: «شرط لازم و كـافـى بـراى آن�كـه درخـت 
∆   باشد، آن است كه: ساده درختى pمرتبه�ى  = 2«.

حال به بيان و در مواردى اثبات قضيـه�هـاى مـقـدمـاتـى در
درخت�ها مى�پردازيم و سپـس كـاربـردهـاى ايـن قـضـايـا را در

حل�آزمون�ها و آزمون�ها با هم بررسى مى�كنيم.

نه هم	بند است و
نه فاقد دور.

هم	بند است، ولى
دور دارد.

دور ندارد، ولى
هم	بند نيست.

  T6

  T1   T4  T3  T2

  T5

)١(
)٢(
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، همواره بين هر دوp در هر درخت از مرتبه�ى :١قضيه�ى 
 يك مسير وجود دارد (اثبات اين قـضـيـه در كـتـابًرأس دقيقـا

 رياضيات گسسته وجود دارد).ِدرسى
 تعداد كل مسيرهـاى مـتـمـايـز در هـر:١نتيجـه از قـضـيـه�ى

، برابر است با: pدرخت از مرتبه�ى 
  

p

2




:دانيم�و مى .

 
  

p

2






= p(p −1)
2

، بين هر دو رأس كه بتوان از ميان١ مطابق قضيه�ى اثبات:
pفرد قابل�به�رأس انتخاب كرد، فقط و فقط يك مسير منحصر 

تعري, است. لذا تعداد مسيرها برابر است با تعداد انتخاب�هاى

 رأس؛ يعنى: p رأس از بين ٢
  

p

2




.

 مسير متمايز بـيـن٣٦، p از مرتبـه�ى T در درخت آزمون:
رأس�ها قابل تعري, است. در اين درخت در حالت ساده چند

 وجود دارد؟٢رأس درجه�ى 
٨د) ٦ج) ٧ب) ٩ال,) 
 با توجه به نتيجه�ى قبل داريم:حل:

  

p

2






= p(p −1)
2

= 36 ⇒ p(p −1) = 72 ⇒ p = 9

 است؛٧٢(حاصل ضرب دو عدد صحيح و متوالى برابر با 
.)٩×٨يعنى: 

 برابـر٢، تعداد رأس�هاى درجـه�ى T9  در درخت ساده�ى 
. پس گزينه�ى ب صحيح است.٩-٢=٧است با: 

∆ اگر در يك درخت داشتـه بـاشـيـم: :٢قضـيـه�ى  = k،
 دارد.١ رأس از درجه�ى kآن�گاه اين درخت حداقل 

 مى�دانيم در هر درخت، هر يال كه از يك رأس عبوراثبات:
 ختم خواهد شد.١كند، در نهايت حداقل به يك رأس درجه�ى 

 در درخت�ها نمى�توانند به هم١زيرا دو سر يال�هاى از درجه�ى 
وصل باشند(چون دور ايجاد مى�شـود كـه بـا تـعـريـ, درخـت

∆تناقض دارد). لـذا اگـر  = kفرض شود، پس حداقـل يـك 
k است و بنابرايـن kرأس در گراف وجود دارد كه درجـه�ى آن 

يال از آن رأس عبور مى�كند. چون هر يال حداقل به يك رأس
 در١ رأس از درجه�ى k ختم مى�شود. پس حداقـل ١درجه�ى 

چنين درختى وجود خواهد داشت.
p   در هر درخت از مرتـبـه�ى :٣قضيـه�ى  ≥ ، حداقل دو2

 وجود دارد.١رأس از درجه�ى 
 برقرار است؛٢حكم قضيه براى درخت از مرتبه�ى اثبات: 

p   دارد. حال براى ١ دو رأس از درجه�ى ً، دقيقاT2  زيرا  ≥ 3

حكم را در دو حالت ثابت مى�كنيم:
I اگر (  ∆ = ً، طبق قضاياى قبل درخت ساده است و دقيقا2

 دارد.١دو رأس از درجه�ى 
II اگر (  ∆ ≥ ، درخت حداقل سه رأس از٢ طبق قضيه�ى3

 خواهـد١ و درنتيـجـه حـداقـل دو رأس از درجـه�ى ١درجـه�ى
داشت.

q و بـا انـدازه�ى p در هر درخـت از مـرتـبـه�ى :٤قـضـيـه�ى 

p  داريم:  = q اثبات اين قضيه در كتاب درسى رياضيات(. 1+
گسسته وجود دارد.)

 در هر درخت، همواره مجـمـوع مـرتـبـه ونتيجـه�ى مـهـم:
اندازه�ى عددى فرد است.

p   چـون اثـبـات) روش اول: = q p  ، پـس: 1+ − q =1.
 مى�بايد دو عدد نامنـفـى و مـتـوالـى بـاشـنـد. وq و pبنابـرايـن 

مى�دانيم، از هر دو عدد صحيح و متوالى، همواره يكى زوج و
ديگرى فرد است و مجموع يك عـدد زوج بـا يـك عـدد فـرد،

همواره فرد است.
:روش دوم

    

p = q +1⇒ p + q = q +1+ q ⇒ p + q = 2q +1
123

                
فرد

،q و با انـدازه�ى p در هر درخت از مرتـبـه�ى :٥قضـيـه�ى 
 از رابطه�ى زير به�دست مى�آيد:١همواره تعداد رأس�هاى درجه

  
= 2 + (di −2)

di≥3
١تعداد رأس�هاى درجه�ى  ∑

 در گراف١ تعداد رأس�هاى درجه�ىx فرض كنيم، اثبات:
T ى�از مرتبه p ى�و با اندازه qباشد. در اين صورت با توجه به 

قضيه�ى اصلى در گراف�ها (مجموع درجات رئـوس دو بـرابـر
تعداد يال�هاست) داريم:

  
di = 2q

i=1

p

∑ q=p−1 → di = 2p
i=1

p

∑ −2 ⇒ di −2p = −2
i=1

p

∑

  

2=2p
i=1

p
∑

 →  di − 2 = −2 ⇒ (di −2) = −2
i=1

p

∑
i=1

p

∑
i=1

p

∑

  

⇒ (di −2)
di =1
∑ + (di −2)

di =2
∑ + (di −2)

di ≥3
∑ = −2

  

⇒ − x +0+ (di −2)
di ≥3
∑ = −2 ⇒ x = (di −2)

di ≥3
∑ +2

,S:4,4   اگــر آزمــون: x, 3, y,2,1,1,1,1,1,1,1,1ى�دنــبــالــه 
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x2)  درجه�ى رئوس يك درخت باشد، در اين صـورت  + y2)

كدام است؟
١٦د) ٢٥ج) ١٣ب) ١٧ال,) 
p   با توجه به رابطـه�ى حل: = q  در هر درخت، چـون1+

p  در اين درخـت تـعـداد رئـوس  q   اسـت، پـس 14=  و13=
  2q = . در صورتى كه مجموع درجات رئوس يا مـجـمـوع26

جملات دنباله عبارت است از:
  5 + 4 + x + 3 + y +2 +1+…+1= 26 ⇒ x + y = 5

و با توجه به نزولى بودن دنباله و اين كه تعداد رأس�هاى فرد
 بايد فرد باشد. لذا تنهـاy و xبايد زوج باشد، يكى از دو عدد 

x  حالت ممكن  = y   و 3 =  حاصل مى�شود كه در اين صورت2
  x

2 + y2  پس گزينه�ى ب صحيح است.13=
 و دو رأس٣ در يك درخت، چهار رأس درجه�ى آزمون:

∆   موجود اسـت و ٥ و سه رأس درجه�ى ٤درجه�ى  = ، اين5
 دارد؟١گراف چند رأس از درجه�ى 

١٦د) ١٥ج) ١٣ب) ١٤ال,) 
 گزينه�ى د صحيح است، زيرا:حل:

  

= 2 + (di −2)
di ≥3
١تعداد رأس�هاى درجه�ى ∑

  = 2 + (3 −2) + (3 −2) + (3 −2) + (3 −2) + (4 −2) + (4 −2)

  +(5 −2) + (5 −2) + (5 −2) = 2 + 4 + 4 + 6 =16

 داريم:q و با اندازه�ى p در يك درخت از مرتبه�ى آزمون:
  2q − p = p). در اين درخت حاصل 6 + q)كدام است؟ 

١٨د) ١٦ج) ١٥ب) ١٣ال,) 
 گزينه�ى ب صحيح است؛ زيرا:حل:

  

2q − p = 6

p − q =1




             q = 7 ⇒ p = 8 ⇒ p + q =15

(توجه داريد كه گزيـنـه�هـاى ج و د اعـداد زوج هـسـتـنـد و
مجموع مرتبه و اندازه هيچ�گاه نمى�تواند زوج باشد.)

، همه�ى رأس�ها فرد باشند، كدامT اگر در درخت آزمون:
گزينه درست است؟

 فرد است.Tال,) اندازه�ى 
 زوج است.Tب) اندازه�ى 

 دارد.١ حداقل سه رأس درجه�ى Tج) 
 ساده است.Tد) درخت 

 گزينه�ى ال, صحيح است، زيرا تعداد رأس�هاى فردحل:
بايد زوج باشد. طبق فرض، همه�ى رأس�ها فرد هستند و اگر

p ها باشـد، بـايـد�تعداد آن p زوج باشـد و چـون p و qمتوالـى 

 فرد است.qهستند، پس 
 است.١/٨ ميانگين درجات رئوس يـك درخـت آزمون:

در اين درخت مجموع مرتبه و اندازه كدام است؟
١٣د) ٢١ج) ١٩ب) ١٧ال,) 
 ميانگين درجات رئوس عـبـارت اسـت از مـجـمـوعحل:

درجات رئوس تقسيم بر تعداد رئوس؛ يعنى:

  
= 2q

p
ميانگين درجات رئوس 

پس داريم:

  

2q
p

=1/ 8 ⇒ 2q
q +1

=1/ 8 ⇒ 2q =1/ 8q +1/ 8

  
⇒ 0/ 2q =1/ 8 ⇒ q = 1/ 8

0/ 2
= 9 ⇒ p =10⇒ p + q =19

پس گزينه�ى ب صحيح است.
 است و٢ يـا ١ در يك درخت، درجه�ى هـر رأس آزمون:

١، سه برابر تـعـداد رئـوس درجـه�ى ٢تعـداد رئـوس درجـه�ى
است. مجموع درجات رئوس زوج در اين گراف كدام است؟

١٦د) ١٤ج) ١٢ب) ١٠ال,) 
y و x گزينه�ى ب صحيح است؛ زيرا فرض مى�كنيم حل:

 باشنـد. در٢ و درجه�ى ١به ترتيب تعداد رأس�هـاى درجـه�ى 
y  اين صورت، طبق فرض داريم:  = 3x:توان نوشت�و مى 

= x + y = p تعداد رئوس

  = x +2y = 2q = 2(p −1) = 2p مجموع درجات رئوس 2−

  
⇒

−2 x + y = p

x +2y = 2p −2




⇒ − x = −2 ⇒ x = 2 3x=y →  y = 6

 (رأس زوج) دارد٢پس اين درخت شش رأس از درجه�ى 
.٦×٢=١٢و مجموع درجات رئوس زوج برابر است با: 

 يال اضافه شود، گـراف٤ اگر به گرافى هم�بـنـد، آزمون:
  k5شود. از اين گراف چند يال حذف كنـيـم تـا بـه�حاصل مى 

 تبديل شود؟T5  ، يعنى ٥درختى از مرتبه�ى 

٤د) ٣ج) ٢ب) ١ال,) 
 گزينه�ى ب صحيح است؛ زيرا فرض كنيم، گـرافحل:
 باشد. پس طبق فرض:q، همان G باشد و اندازه�ى Gموردنظر 

  
q + 4 = 5 × 4

2
⇒ q =10− 4 = 6

 يال است، پـس٤ داراى ٥و مى�دانيم، درخت از مرتبه�ى 
 تبديل شود.٥ يال كم كنيم تا به درخت مرتبه�ى ٢ يال، ٦بايد از 


