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. مقدمه١
xyسد كه معادله�ى به نظر مى�ر = yx،   x, y ها شده باشد، تنها مى�دانيم كه در در حيطه�ى رياضيات ر،0<

] از آن يادى شده است.٢جمله�ى [
ى ازاى چه مقاديرشن نيست كه بـه ازل روسى حل اين معادله است. در نگـاه اوشته، بررهدف ما در اين نو

  y xyاى اب نابديهى برجو 0< = yx،   x, y xن ى چود، يعنى مقدارد دارجو و،0< ≠ y،   x ى كه به طور،0<
(x,y)اب�هاى نابديهىعه�ى جود مجمو، جايى كه ديده مى�شـو١افاگر در معادله صدق كند. اين مطلب در پار

,x)در  y) = (e, e) د.ار مى�گيرد بحث قرد، موركز مى�شومتمر
xyاب�هاى گوياى نابديـهـى مـعـادلـه�ى عه جـواين نقطه، نقطـه�ى تـجـمـع مـجـمـو = yx،   x, y است 0<

xyد) از منحنى�اى كه معادله�ى آن گانه (منفر)، و يك نقطه�ى دو٢افاگر(پار = yx ٣افاگرمى�باشد (پار.(
xyه�ى معادله�ى ديم كه در آن بحث تاريخى جالبى دربـارخور] بر١جع [پس از اتمام اين مقاله به مر = yx،

  x, y امتريكد و نمايش پارسى كرا برر اويلر اين معادله رًشته شده است. از آن مقاله ياد مى�گيريم كه قبلا نو،0<
ىد. واج كرا استخر) ر٥اب�هاى گويـاى (د، و سپس با استفاده از آن، جوا كه در ادامه مى�آيد كشV نمـو) ر٤(

x  هم�چنين دو خط مجانـب ( y  و  1= لى در نامه�اى به گلدباخنوا مى�شناخت. هم�چنين دانيل بـر منحنى ر)1=
ه�ى] بحثى مفصل دربـار٤ن در [لتوده است. اى.جى.موا پيدا كراب�هاى گوياى معادلـه راعلام مى�كند كه جو
xyمنحنى با معـادلـه�ى  = yx،   x, y ائه�ى حل صريـح) ون ار زير (بـدو١ه ار انجام مى�دهد، كه شامل گـز،0<
ن است.لتوفته�تر از بحث مقاله�ى مو است. اما بحث ما در اين مقاله پيشر٢شكلى مشابه شكل 

xyتبط با معادلـه�ى ]) تحقيقات زيادى مـر١ى (در [ار بيش�تـرچى�بالد با ابـزآر.سى. آر = yx،   x, y ار 0<
هايى كه پس از اين تاريخ يا سال�هاىانستيم كارجاع مى�دهد. ما نتوم) ار١٩٢١مى�يابد، و به همه�ى�آن�ها (تا سال 

Math. Revا به كمك. ا بيابيم. با اين�كه همه�ى تحقيقات انجـام شـده ره�ى اين معادله انجام شـده راخير دربار

ع،د و در مجموگى داراب�هاى گويا) تازشت�نمائى جو (سر١داشتمان اين است كه قضيه�ى ده�ايم، برمرور نكر
xyحل كاملى از معادلـه�ى  = yx ان فقط با حالت�هاى خاص اين معادلـه كـارائه مى�دهد؛ در حالى كه ديگـرار

ده�اند.كر

ى�هلداعم ى�هرابرد
تينىپيتز و اچ. ماراى. اس. كوو

فشهضا درجمه: محمدرتر
انم دانشگاه تهردانشكده�ى علو

xy=yx
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xy=yxاب
هاى نابديهى . جو٢

گمى نشويم، بهتر است به�جاىدر دچار سرًاى اين�كه بعدابر
xyمعادله�ى�  = yx،   x, y ا در نظر بگيريم معادله�ى زير ر،0<

)١                                      (  t
m = mt ,  t  ,  m >0

ل» است. «مجهوtامتر» و  يك «پارmكه در آن 

اب نابديهى است اگـر واى جو) دار١ معادلـه�ى (.١ه ارگز
>1  تـنـهـا اگــر  m ≠ e،اى چـنـيـن  و بـه ازmاباى، ايـن جــو

د است.منحصر�به�فر

u(t)ار مى�دهـيـم  قـرهـان.بـر = ln t
t

،   t فـتـن و با گـر،0<
) هم�ارز معادلـه�ى١د كه () ديده مى�شو١ف(لگاريتم از دو طـر

زير است:
)٢                                     (  u(t) = u(m)  ,  t >0

m  كه در آن  امتر مى�باشد.يك پار 0<
حـسـبان بـرا مـى�تـو) ر٢اب�هـاى نـابـديـهــى (تـعـداد جـو

د: بيان كرu تحت u(m)عه�ى پيش ـ تصوير مجمو
tاب�هاىتعداد جو)   ٣( ≠ m تعداد = )٢اى(بر  u

−1 u(m)( ) −1

u  كه 
−1(s)،ـتصوير مجمو   است.u تحت sهاى عه�ى پيش 

ن چو
  
′u (t) = 1− ln t

t2، u0  ه�ى  در باز, e( دى است،صعو [

tاى و به از = e، مقدار ماكسيمم 
  
u(e) = 1

e
ا اختيار مى�كند،ر 

]∞,eه�ى و در باز نلى است. چونزو (
 

اىبه از

  
lim u(t) =

   0 ,    t →∞

−∞  ,    t →0+




 

اىبه از

s  ط خطو t  و  0= دىتيب مجانب�هاى افقى و عمو به تر،0=
sدار نمو = u(t) از اين�رو١مى�باشند (شكل .(

 اگر

اگر                                 
  

1
e

   يا  
 

  

# u−1(s)( ) =
0 ,  

1
e
< s

1 ,  s ≤0

2  ,  0< s < 1
e











  اگر

ًاو متناظر
 �      

اگر
mاگر         = eيا  

  

# u−1(u(m))( ) =
0 ,  m ≤0

1 ,  0< m ≤1

2 ,  1< m ≠ e







   ��    
اگر

د.ه ثابت مى�شوار)، گز٣كه بنابه (
، قابل تعويض است. از ايـن�رو١ه�ى ار در گـزt و mنقش 

xyد ا در مور ر١ه�ى اراگر گز = yx  كه)(m, t) → (x, y)(اعمال 
>1  اى كنيم نتيجه مى�گيريم كه بر x ≠ e،د  عدد منحصر�به�فرy،

  1< y ≠ e،د به�قسمى كه د دارجو و(x, y) اب نابديهـىيك جو
xy = yx  اسـت  (x, y شـاىتـيـب نـگـاشـت�پـو به�ايـن تـر.(0<

x →ϕ(x)  (∞,1)  از / e{ د. در اينجادش حاصل مى�شوبه�خو {
yدار  قابل تعويض�اند، از اين�رو نموy و xنقش  = ϕ(x) نسبت

١شكل 

s

t e m

s = u (t)

t

1

1
e

s
1e
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yبه خط  = x ن است، يعنى متقارϕ(ϕ(x)) = x دان).گر(بر
sدار سى نموبرر = u(t)  مانى) نشان مى�دهد كه ز١(شكل

tاب متناظر ايش مى�يابد جوافز (∞,1)  ه�ى  در بازmكه  ≠ m از
ϕايـن، عكس. بنابرل مى�كند، و بـرنزو (∞,e)ه�ى ) در باز١(

(∞,1)  ه�ى در باز / e{ سى مشابه نشانلى است. بـرر نزوًاكيدا {
مى�دهد كه

lim
x→e

ϕ(x) = e  و    
lim
x→∞

ϕ(x)     و  1=
lim
x→1

ϕ(x) = ∞

ϕ(e)ان با تعريـV با استفاده از آخرين حد مى�تـو = e تابع
ϕ ا در رx = e 24  ن ســتــه ســاخــت. چــوپــيــو =16 = 42،

  ϕ(2) = ϕ(4)   و 4 = y. منحنى 2 = ϕ(x) نمايش٢ در شكل 
د.داده مى�شو

اب�هاى صحيح و نابـديـهـى مـعـادلـه�ى تنهـا جـو.٢ه ارگـز
xy = yx،   x, y .(4,2)  و  (2,4)  تند از  عبار،0<

,1  ه�ى ن تنها عدد صحيح در باز چوهان.بر e( ت استعبار [
ϕ(2)   و ٢از  = ىتنها نقطه با مختصات صحيح رو (2,4)  پس  4

yدار نمو = ϕ(x)  ،1  است< x ≤ e.نيز (4,2)  ن،  بنا به تقـار
اىدار بـه�ازى ايـن نـمـوتنها نـقـطـه بـا مـخـتـصـات صـحـيـح رو

e ≤ x <  است.∞

xyاب
هاى گوياى معادله
ى . جو٣ = yx

,x)ض كـنـيـد فـر y) اب نـابـديـهـى از مـعـادلــه�ىيـك جـو
xy = yx،   x, y yار دهـيــد  اسـت و قــر،0< = px.در ايــن 

p  ت صـور p  و  1≠ xyو  0< = yx ت زيـران بـه�صـورا مى�تـور
شتنو

  x
px = (px)x ⇒ (xx )p = pxxx ⇒ (xx )p−1 = (xp−1)x = px

x  نتيجه در
p−1 = p  يا به طور معادل  x = p

1

p−1.

ار مى�دهيم قر
  
h = 1

p −1
،   h ∈IR − −1,0[ p  ن (چو [ ≠1،

  p >0(
يعنى 

  
p −1= 1

h
 ،

  
p =1+ 1

h
 و در�نتيجه 

  
x = (1+ 1

h
)h.

yن چو = px  پس
  
y = (1+ 1

h
)(1+ 1

h
)h = (1+ 1

h
)h+1.

اينبنابر

)٤                                   (
  
(x, y) = (1+ 1

h
)h , (1+ 1

h
)h+1





  h ∈IR − −1,0[ ى ازامـتـراب نـابـديـهـى و پــار يـك جـو،[
xyمعـادلـه�ى  = yx،   x, y جه كـنـيـد كـه اگـر اسـت. تـو،0<

h ,x)آن�گاه  ∞→ y) → (e, e).اى  به�از  n ∈Z − −1,0{ }،

)٥                                      (
  
(x, y) = (1+ 1

n
)n , (1+ 1

n
)n+1





xyاب نابديـهـى و گـويـاى مـعـادلـه�ى كه يـك جـو = yx،
  x, y  مى�باشد.0<

,x) اگر .١قضيه  y) اب نابديهى و گوياى معادله�ىيك جو
xy = yx،   x, y n  اى  باشد آن�گاه به�از،0< ∈Z − −1,0{ اى،�{

y = x
y

e

x

e

(e,e)

y = ϕ x( )

1

١دار نمو

y = x
y

e (e,e)

s =
 u

 (t)
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) است.٥به شكل (
k  اى هر ن بر چوهان.بر ∈Z − −1,0{ داريم {

  
(1− 1

k +1
)−(k+1)+1 = (

k
k +1

)−k = (
k +1

k
)k = (1+ 1

k
)k

yپس كافى است حالت  > x فته و ثابت كنيـما در نظر گرر
,x)�اى، nاى كه در اين حـالـت بـه از y) ) است.٥به شـكـل (

,x)ض مى�كنيم كه اين فربنابر y) اب گوياى يك جوxy = yx با

y  ط شر > x باشد. پس  0<
  
p = y

x
گوياست و  1<

  
h = 1

p −1

hار مـى�دهـيـم يـك عـدد گـويـاى مـثـبـت اسـت. قـر = n
α

كـه 

n,α ∈IN  و  (n,α) ,k)(در ايــنــجــا  1= ′k گ�تــريــنبــزر (
)٤ت بنا�بـه ( است). در اين صورk′ و kك م�عليه مشتـرمقسـو
شتان نومى�تو

  
x = (1+ 1

h
)h = (1+ α

n
)

n

α = (
n + α

n
)

n

α

xض كـنــيــد فــر = u
v

، u, v ∈IN  و  (u, v)  آن�گـاه.1=

(
n + α

n
)

n

α = x = u
v

دكــــه از آن نــــتــــيــــجــــه مــــى�شـــــو 

(
n + α

n
)n = (

u
v

)αو از اين�رو 

)٦                                                                ((n + α)

nn

n

= uα

vα

(n,α)  ن چــــــــــــــــو n)  پـــــــــــــــس  1= + α, n) و 1=
  ((n + α)n , nn ) ,u)  ن ، چــوً مــشـــابـــهـــا.1= v) پـــس 1=

  (uα , vα ) =1.
)، شـكـل٦ى (ف تسـاونتيـجـه مـى�گـيـريـم كـه هـر دو طـر

ساده�شده�اى از يك عدد گوياست، از اين�رو (بنا�به يـگـانـگـى
شكل ساده شده) داريم

)٧                                      ((n + α)n = uα     و   nn = vα

ا با لم�هاى زير ادامه مى�دهيم. ر١ قضيه ِن اثباتاكنو

,a گيـريـم :١لـم  b, r,s ∈IN ى در تـسـاوab = rs صـدق
(b,s)  ض كنيد مى�كنند. فر aت  در اين صور.1= = ts اىبه�از

tيك  ∈IN.
 باkلـى از  عامل اوp كافى است نشان دهيم كه اگـر هان.بر

pk باشد (يعنى kار جه�ى تكردر a لى و  p
k+1 a( آن�گاه ،s k.

pkb است، پـس  kbى مسـاو ab در pار جه�ى تكـرن درچو rs

لى و
  
pkb+1 rs.ض كنيد  فرmار جه�ى تكر درp در rاست، يعنى 

pm r لــى و  p
m+1 r.ار جــه�ى تــكــر درpدر rs ى مــســاوms

(b,s)  ن . چوkb=msمى�باشد. از اين رو   و لم ثابتs|kپس  1=
د.مى�شو

(n,α)  ن ن چواكنـو  (كه دوبـار در١ با استفـاده از لـم ،1=
دد) نتيجه مى�شوفته مى�شو) به كار گر٧(

n = cα  ,   n + α = dα

c,dكه  ∈IN.اين  بنابرα = dα − cα.
c,d,α اگــــــر .٢لــــــم ∈IN و d > c و   α ≥  آن�گــــــاه2

α < dα − cα.
استفاده مى�كنيم: αى اء رو از استقرهان.بر

  α = 2:
  d > c ⇒ d − c ≥1

  d + c ≥ 3 ⇒ d2 − c2 = (d − c)(d + c) ≥1× 3 > 2 = α
α  اى ا برار است و آن�رقربر αاى ض كنيد لم بـرفر ابـتث1+

مى�كنيم:
  d
α+1 − cα+1 = d.dα − c.cα

  
= dα − cα + (d −1)dα − (c −1)cα( )

  
= (dα − cα ) + (d − c).dα( ) + (c −1)(dα − cα ) > α +1+0

  = α +1

د).اء نتيجه مـى�شـوض استـقـرى بالا از فر(آخرين نامـسـاو
d  د كـه اين ثابت مـى�شـوبنـابـر

α+1 − cα+1 > α و اثبات لـم 1+
سد.به�پايان مى�ر

αى د كه تسـاو نتيجه مى�شـو٢ن از لـم اكنو = dα − cα كه
α  ار باشد مگر اين�كه قراند برديم نمى�تو�به�دست آورًقبلا (و 1=

t
e

1

e

e
1
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d  در نتيجه  = c اين ). بنابر1+
  
h = n

α
= n

1
= n و

  
x = (1+ 1

h
)h = (1+ 1

n
)n

  
y = (1+ 1

n
)n+1

د.تيب قضيه ثابت مى�شوو به اين تر
عه�ى نـقـاطد مجمـو نقطه�ى منحصـربـه�فـرp(e,e) .١نتيجـه

اب�هاى گويـا وعه�ى جـوتجمع با مختصـات گـويـا (=مـجـمـو
xyنابديهى  = yx،   x, y yدار ى نمو رو)0< = ϕ(x) .است

xyاى منحنى نمايش  معادله
ى  برp(e,e). اهميت ٤ = yx

د كه منحنـى نـمـايـشبا استفاده از بحث زيـر ديـده مـى�شـو
xy = yx،   x, y اى دو شاخه است: دار،0<

)i خط (y=x ،  x >0.
)ii منحنى (y = ϕ(x) ،  x >1.

 يك نقطه�ىpاين  تلاقى كنند. بنابرp(e,e)اين دو شاخه در 
ان با استفادها مى�تواى اين منحنى است. اين مطلب رمضاعV بر

د. منحنى نمـايـشسى كـرد نيز بـرراز نظريه�ى كلى نقاط مـنـفـر
xy = yx،   x, y از صـــفـــر از يـــك مـــنـــحـــنــــى تــــر،0<

F(x, y) = xy − yx است، يعـنـى مـعـادلـه�ى آن   F(x, y) =0

است.
محاسبات ساده نشان مى�دهد كه

  Fx = yxy−1 − yx ln y ⇒ Fx (e, e) =0

  Fy = xy ln x − xyx−1 ⇒ Fy (e, e) =0

ادد منحنى است. طبيعت اين انفر يك نقطه�ى منفرpاين بنابر
گانه، يا نقطه�ى نامعين)د، نقطه�ى تيز، نقطه�ى دو(نقطه�ى مطرو

د، يعنى تعيين مى�شوpسط علامت مبين آن در تو

  FxxFyy − Fxy
2

د). داريماجعه شو مر٨٤] صفحه ٣ان مثال به [(به�عنو
  Fxx = y(y −1)xy−2 − yx (ln y)2

پس

  Fxx (e, e) = e(e −1)ee−2 − ee .1= −ee−1

ًمشابها

  Fyy = xy (ln x)2 − x(x −1)yx−2

پس
  Fyy (e, e) = ee .1− e(e −1)ee−2 = ee−1

و
  Fxx (p)Fyy (p) = −(ee−1)2 <0

از اين�رو
  ∆F (p) = −(ee−1)2 − Fxy

2 (p) <0

 يك نقطه�ى مضاعV منحنى نمايـش مـعـادلـه�ىpاين بنابـر
xy = yx ،  x, y  در بالا، اين منحـنـى و٢، است. شكـل 0<

 Vنقطه�ى مضاعp(e, e) ا نشان مى�دهد.ر

جع ديگرفته شدن اين مقاله، چهار مر پس از پذيريادداشت.
سطتاى آن�ها تود دوجوفت (از وار گرجه ما قرد تو] مور٥]-[٨[

) در حيطه�ى١] حل معادله�ى (٨آى.�له�من مطلع شديم). در [
شت نمايى] شامل سر٥شت نمايى شده است و [ى سراعداد جبر

اب�هاى مقاله�ى ما است. از نقطه�نظـرگوياى معادله نظير جـو
ائه شده] ار٧جع [) در مر١ه�ى (استدلالى، بحث جالبى دربـار

فته است.ار گرد بحث قر) مور١] تعميم�هايى از (٦است و در [
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