
دور

ه
ى  بيست و

ششم، شمار

٢ه
ى

ز
مستان

١٣٨٧

٢٢

چكيده
ب
المثل
هاى «شنيـدنيك نگاه از صد بار شنيدن بهتر است. اين جمله معناى تحت
الفظـى ضـر

ى كه عيان است چه حاجت به بيان است» مى
باشد. استفاده از شكل
ها ود مانند ديدن» يا «چيزكى بو
داهبرد. مزيت استفاده از رى دارى، مزيت بيش
ترشتارضيحات كلامى و حتى نوها نسبت به توتصوير

انندتباطات مى
تواى مسايل مختلA در اين است كه در يك شكل، همه
ى اطلاعات و ارسم شكل برر
ند. نمايش داده شوكلت يك به صور

ا درت مسأله رايه شده در صـوراقع اطلاعات اراى حل مسأله يك شكل مى
كشـيـم، در
وقتى بـرو
آيندى مغز (تصور و تجسم) با فرتيب، قسمت ديدارمان
دهى مى
كنيم و به اين ترقالب يك شكل ساز
سمان كلمه مهم
تر باشد، راراند از هزنه كه يك شكل مى
تود. همان
گوگير مى
شوحل مسأله بيش
تر در

ا داشته باشد نيز بسيار مشكل است.د نظر ريك شكل كه قابليت انتقال مفاهيم مور
ايا و معايبهاى رياضى
دانان گذشته، مزدر اين مقاله قصد داريم ابتدا با يك ديد تاريخى به كـار

اها به
همرسم شكل رد راهبرى رگيرنگى به كارسى كنيم. در ادامه چگوا بررسم شكل رد راهبراستفاده از ر
ىنگ�آميزر و عد شكلُتغيير بند، از جمله سم شكل دارد راهبرتباط تنگاتنگ با رد ديگر كه اراهبرچند ر
 كه ازن كلاماثبات�هاى بدود ه بر اين
ها، در مورد. علاواهيم كر، در حل مسايل مختلA ذكر خوشكل

سمد راهبرد استفاده از رصيه در مورده و در پايان، چند توده است، بحث كرم بوسومان بسيار قديم مرز
د.اهيم كرشكل بيان خو

مقدمه� 
ش انسان
هاى فهيم،ش رياضى، پروريكى از اهداف آموز

د بـاخـورنقـاد و تـصـمـيـم
گـيـر اسـت؛ انـسـان
هـايـى كـه در بـر
ايط داشتـهانند تحليل صحيحى از شـرقعيت
هاى جديد، بتـومو

مه
ى بروزد بروز دهند. لازا از خوباشند و بهترين عكس
العمل ر
ت
هاى تفكرفتار صحيح، داشتن ذهنى منظم و آشنايى با مهارر

لكش مسر دربهار
ىضاير لياسم لح رد

ا خاتمىهرتضى بيات و زمر
نجانياضيات زنجان و خانه رم پايه زكز تحصيلات تكميلى در علومر

انياضى ايرش رانس آموزايه"شده در هشتمين كنفرمقاله"ى ار
١٣٨٥د"ـ تابستان كرشهر

ت
ها، هنر حل مسأله است. اين مهارِاست و يكى از مهم
ترين
ليا در كتابج پولين
بار جورا اوص حل مسأله رخصوباب بحث در

د و از آن پس، گشو١٩٤٤ در سال ا حل كنيم؟نه مسألـه رچگو
ى از متخصـصـانهش بسـيـارع بحث و پـژوضـوحل مسألـه مـو

ن، تحقيقات زيادى مؤيد آنفت. تاكنوار گرش رياضى قرآموز
ىش و يادگيـرت
هاى حل مسأله، قـابـل آمـوزده
اند كه مـهـاربو
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ليد يك شـكـلها ساخته شده
انـد، تـوترمانى كه كامپـيـواز ز
ق
العاده ساده و بديهى شده است. با اين حال،ب رياضى فوخو

د كيفيت در شكل
هايى كـهع قابل بحث است كه نبـوضواين مو
سم مى
كنند، قبل از ايـن
كـه بـهاى حل مسألـه ران بردانش
آمـوز

دادها و نيزارط باشد، بيش
تر به قران مربوانى
هاى دانش
آموزناتو
تبط است كه ما در حل مسايل رياضى بهستى مرعادت
هاى نادر

خته
ايم.ان آمودانش
آموز

تاريخچه
ى استفاده از شكل در رياضيات� 
د.لانى داراستفاده از شكل
ها در رياضيات، قدمتى بس طو

ح
هاىط به لوقديمى
ترين شكل
ها كه از آن
ها اطلاع داريم، مربو
ىمان اقليدس، مطالـب ريـاضـى روگلى بابلى هسـتـنـد. در ز

شته مى
شد كهعى كاغذ كه از نى ساخته مى
شد) نوس (نوپاپيرو
د. يكى از قديمى
ترين تكه
هـاىل نبـوِى گمتأسفانه به ماندگـار

 سال قبـل از٣٠٠د س به
جا مانده از اقليـدس، در حـدوپاپيـرو
س كشA شد. اين تكـه،ميلاد در تپه
هاى زباله اكسيريـنـكـلـو

سد). به نظر مى
ر١ى مطالب جالب رياضى است (شكل حاو
ى)، مـعـادل هـنـدسـى اتـحــاد جــبــر١ع شـكــل (ضـوكـه مــو

  (a − b)(a + b) = a2 − b2.باشد 

)١ شكل (

ىن نام
گذاراين شكل از تمام تصاوير اقليدس كه همگى بدو
جسته
تر است. بدين دليـل اسـت كـه اقـلـيـدس درهستنـد، بـر

لى در ايند، وسم يك شكل اكتفا مى
كرد تنها به راثبات
هاى خو
سد.شكل تجمع شكل و متن اندكى غير
عاقلانه به
نظر مى
ر

ه
ىار حكم يا گزاثباتاى تأييد و رياضى
دانان هند باستان، بر

سىنامه
هاى درد برارا وله ران، اين مقونامه
ريزهستند و از اين
رو بر
ده
اند.ستان كراهنمايى و دبيره
ى دبستان و رسه دور

قتى بـاان اين است كه ويكى از مشكلات اصلى دانش
آمـوز
ع كنند وند، نمى
دانند بايد از كجا شرواجه مى
شويك مسأله مو

، از١لياسط پوايه
شده تودل ارُنه به حل آن اقدام نمايند. ميا چگو
انع حل مسأله به دانش
آموزاى شرواند الگويى بـريك
سو مى
تو

 مانع خلاقـيـت وْدى ديگر ممكـن اسـت خـوبدهد؛ امـا از سـو
شد. امـا در هـر حـال، آمــوزان شـواد
انـديـشـى دانـش
آمــوزآز
انايىسعه
ى تواى تواند گام مفيدى بردهاى حل مسأله مى
تواهبرر

اند ازم حل مسأله، مى
توحل مسأله باشد. دانش
آموز در گام دو
ش ديده است،اى حل مسايل آموزدهاى مختلA كه براهبربين ر

ا انتخاباجه شده است راى مسأله
اى كه با آن مواه
حل مناسب برر
دهاى مختلA و امكـان حـل مـسـألـه بـا آناهبـرسى ركنـد. بـرر

اى حل مسأله است. يـكـى ازاقع اقدام مهمـى بـردها در
واهبـرر
دارخوره
اى بردهايى كه در حل مسايل رياضى از اهميت ويژاهبرر

د، همه
ىاهبـرسم شكل است. به كمك ايـن رد راهبـراست، ر
استه
هاى مسأله، بـهتباط
هاى ميان داده
هـا و خـواطلاعات و ار

د.فته مى
شو در نظر گركلت يك صور
سعـه
ى ريـاضـى،نقش استـفـاده از شـكـل در كـشـA و تـو

خىاى براد، بسيار جذاب و برخى افراى برعى است كه برضومو
عضول است. در اين
جا قصد نداريم به اين موديگر، غير
قابل قبو

ش
هاى عمـلـىه
ى رواهيم دربـارض، مى
خـودازيم. در
عـوبپـر
سم شكل در حل مسايل رياضى، تحقيق كنيم. دراستفاده از ر

د:د كه بايد اصلاح شود دارجومينه نكاتى واين ز
فتهب در حل مسايل رياضى ناديده گرسم شكل خو اهميت ر�

شده است.
د هر ايده، هر چند بسيار ساده، ممكن است كيـفـيـت كاربر�
د بخشد.ا بهبوسم شكل رر

دا هر چند كم، بهـبـوانند كيفيت شكل
هـا رها مى
تـوتر كامپيـو�
ببخشند.

اندب، مى
تواى خلق يك شكل خود نياز بـر تكنيك
هاى مور�
اى محاسبه و علاقه
ى رياضى باشد.مبناى خوبى بر

انارقتى شكل از هـزيكى از مسايل اساسى ايـن اسـت كـه و
ليد يكليد اين شكل، نسبت به توش
تر است، پس توكلمه با
ارز
ى مى
باشد.حمت بيش
ترمند دقت و زمتن، نياز



دور

ه
ى  بيست و

ششم، شمار

٢ه
ى

ز
مستان

١٣٨٧

٢٤

دند و در كـنـار آنسم مـى
كـرد، اغلب شـكـلـى رد نظر خـومـور
اىه رياضيات، بـر. هر دانشى و بـه
ويـژمى�بينـيـدشتنـد: مى
نـو

د، ناچارى
هاى خواى دقيق
تر شدن نتيجه
گيرد و برفت خوپيشر
ا ازد ر خوًا بپيمايد و دائمـااع رحله، پلكان انتزحله به مراست مر

انارتجربه و مشاهده دور كند. هندسه
ى اقليدسى، كه پس از هز
هـى ازاقعى و بر پايه
ى انبـوى اجسـام وسال تجربه
ى انسـان رو

د آمد، با مفاهيم و شكل
هايى سر
و
كارجوى به
وب بشراين تجار
ِاسـتند. نه نقطه و نـه خـط رد ندارجـواقع ود كه در دنيـاى ودار

ى كاغذد و مثلثى كه روان مشاهده كرا نمى
تو نامتناهى رِبى
پهناى
د. با همه
ى اين
ها،اقع نـدارى در دنياى وسم مى
كنيم، نظيـرر

سماه را از ر است. در هندسه همه چيز رعينى�ترهندسه از جبر، 
د؛ در حالى كه در جبـر، تـنـهـا كرمشـاهـدهان شكل
ها، مـى
تـو

د. به همين مناسبت، جبردادها عمل كراران با نمادها و قرمى
تو
د، بيش
تر بر هندسهحله
هاى نخستين پيدايش و تكامل خودر مر

اداشت تا باا ونه، دانشمندان هندى ران نمود و به
عنوتكيه مى
كر
اننده القاء كنند.ا به خود رسم شكل، استدلال
هاى ذهنى خور

نانى
ها و به دنبال آن
ها، رياضـى
دانـانيو
دند)، هميـنانى بومين (كه بيش
تر ايـرخاور
ز

ى
هاىفتند و اغلب نتيجه
گيـرا پيش گره رشيو
ا به هندسه ومينه
ى حساب و جبـر رد در زخو

نانى
هاشكل
هاى هندسى متكى ساختند. يو
اسـت نــشــانه
خـط را بـه كـمــك پــارعــدد ر

انع دو عدد هم، بـه
عـنـومى
دادند؛ مـجـمـو
ىگ
تـره
خـط بـزره
خط، پـارع دو پـارمـجـمـو

نها چگوب دو عدد رلى حاصل
ضرمى
شد. و
ب دونانى
ها، حاصل
ضـربايد نشان داد؟ يـو

ا مى
ناميدند و آن رab مستطيلا،  رb و aعدد 
 وaابر ض آن برل و عرابر مساحت مستطيلى مى
دانستند كه طوبر
bضـر
abc مـكـعــبا،  رc و a ،bب سـه عـدد  بـاشـد و حـاصـل

c و b و aابر حجم مكعب مستطيلى با اضـلاع مى
ناميدند كه بر

a  است و 
 مى
باشد.a حجم مكعب به ضلع 3

جبد با حساب و جبر، در حالى كه مـوخوره
ى بـراين شيو
گ به مانعى بزرْدع مى
شد، خوضو موك بهتردر و عينى�تر شدن

ا به
چنان تنگناهايى كشاند كهفت جبر تبديل شد و آن راى پيشربر

د.ى نبوه
ى ديگر، چارتكيه�گاهدن اين ها كراى نجات از آن جز ربر

سم شكل در حل مسايل رياضىر� 
سمد راهبرا در حل مسايل رياضى، ردهاى كاراهبريكى از ر

 نمايش يك مسأله به كمك يك شكـل يـاًلاشكل است. معمـو
تبطى و شكل دادن اطلاعات مرجب تسهيل جمع
آوردار، مونمو

د در آن
هاجوابستگى
هـاى مـوتباط
هـا و وجه بـه اربا مسأله و تـو
ع چند مثال مى
آوريم.ضوك بهتر مواى درد. برمى
شو

 در خانه
ى آقاى محمدى، مهمانى برپاست..١مسأله�ى 
ف نفر، يـك ظـر٣اى هر ف پلـو و بـر نفر، يـك ظـر٤اى هر بـر

فته شدهف سالاد در نظر گر نفر، يك ظر٢اى هر شت و برخور
د. تعـدادار دارى ميـز قـرف رو ظر٦٥است. در روز مهـمـانـى 

مهمان
ها در اين مهمانى چقدر است؟
شت و سالاد استفاده كند، يك نفر بايد از پلو، خورحل.

ا در نظر مى
گيريم:پس شكل زير ر

نشان
دهنده
ى يك نفر است. ت يك مسير به صور

نند. چوف نيـاز دار ظر١٣ ً نفر جمعـا١٢طبق شكل اخيـر هـر 
 نفر در٦٠=٥×١٢د ، با ادامه
ى شكل ديده مى
شو٦٥=٥×١٣

كت داشتند.مهمانى شر
ا در حل يك مسأله از نظريه
ىسم شكل ردر مثال بعدى، ر

ه
ها به
كار مى
بريم.گرو

)٢شكل(
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ج، تعدادتبه
ى زوه از مر ثابت كنيد در يك گرو.٢مسأله�ى 
د است.، فر٢تبه
ى عناصر از مر

g  گـاه  اسـت هــر٢تـبــه
ى  از مـرg عـنـصــر حـل.
2 = e يـا

  g = g−1.گيريم: حال شكل زير ر
ا در نظر مى

)٣شكل(

اينبنابر
  G = A + B +1

g   باشـد، B در gفى اگـر از طر
B است، لـذا Bنيـز در  1−

جاعـداد زو Bو  Gن ج است. چـو)، زوB(تعداد اعـضـاى 
G  ِ ىاين طبق تساوهستند، بنابر − B −1= A شو
دنتيجه مى

د است.فر Aكه 

عد شكل در حل مسايل رياضىُش تغيير برو� 
ائه
ىك و فهم ساده
ى مسايل و نيـز ارعد در درُش تغيير برو

اى آن
ها و نيز حدس و تعميم مسايل و قضايا،دى برجيه شهوتو
تش به
صورم به ذكر است كه اين روآمد است. لازش كاريك رو

د. امـاهاى اكثر رياضى
دانـان بـه
چـشـم مـى
خـورپنهـان در كـار
فى نشده است.آمد معرش كاران يك رون به
عنومتأسفانه تاكنو

ش قابل حل هستنـد،در ادامه، به چند مسأله كه با ايـن رو
دازيم.مى
پر

. مكعبى با ابعادكت مگس)تاه�ترين مسير حر (كو٣مسأله�ى 
از كندن آن
كه پرو بدوAأس احد داده شده است. مگسـى از رو

سد. مى
رBده و بـه كت كرح جانبى اين مكعـب حـرى سطـورو

ا تعيين كنيد.كت اين مگس رتاه
ترين مسير حركو
انسيل با ساختن يكسيله
ى حساب ديفر اين مسأله به
وحل.
شسيلـه
ى روعدى مناسب قابل حل است. امـا بـه
وُتابع يـك ب

د!ائه كـراى آن اراه
حل بسيار ساده و زيبايـى بـران رمگس مى
تـو
ت زير باز مى
كنيم.ا به
صوراى اين منظور مكعب ربر

 است (شكـلB بـه Aتاه
ترين مـسـيـر از ، كـوABه
خط پـار
دانيم،گرل برضعيت اوا به
وده
ى شكل ر-الA). حال اگر گستر٤

ACمسير  + CB  كه در آنCباشد، و
سط يك ضلع مكعب مى
اب مسأله است.جو

ه ياض كنيد سـه دايـر. فره�ى متجانـس) (سه داير٤مسألـه�ى 
سه شكل ديگر كه دو
به
دو با هم متجانس
اند، داشته بـاشـيـم.

كز تجانسند (سه مرار دارى يك خط قركز تجانس روآن
گاه سه مر
كز تجانس داخلى و يكى يك خط و هم
چنين دو مرجى روخار

ى يك خط هستند).جى نيز روكز تجانس خارمر
س با قضيه
ى مـنـلائـوًلا اثبات چنين نتايـجـى مـعـمـوحل.

شت و بسيارابط زيادى بايد نـواى آن، رود كه برت مى
گيرصور
جه كنيد.ش زير توخسته
كننده است. اما به رو

ىج مى
كنيـم و رودهايى خـاراير بر صفحه عمـواكز دواز مر
ط جدا مى
كنيم تا نقاطه
ى مربوه
ى شعاع دايردها به اندازاين عمو

A

G

e B

g = g−1 g−1 ≠ g

A

C

B

A

C

B

eتبه�ى يك عضو خنثى از مر

٢تبه�ى عناصر مر٢تبه�ى بالاتر از عناصر مر

ح مكعبى سطوكت مگس رو-ب). مسير حر٤شكل (

تاه�ترين مسير مى�باشد كوAB-الN). ٤شكل (



دور

ه
ى  بيست و

ششم، شمار

٢ه
ى

ز
مستان

١٣٨٧

٢٦

A و B و C دست آيد. آشكار است كه
S3   از BCو  S2   از AB به

اير، با صفحـه
ى دوABCد. اما صفحه
ى مى
گذر S1   از ACو 
ى اينرو S3  و  S2  و  S1  د؛ پـس ك داردر يك خط فصل مشـتـر

).٥ك است. (شكل فصل مشتر

و A1B1C1   دو مــثــلــث گ).ار (قــضــيــه�ى دز٥مــســألــه�ى 
  A2B2C2 گيـريـم. فـرر
و A1A2  ط ض كنيد خـطـوا در نظر مى

  B1B2  و  C1C2  اى مانـنـد
تد. در اين صـور مى
گذرOاز نقطه
A1B1  د خورد مثلث
هاى نظير (يعنى نقطه
ى برخورسه نقطه
ى بر

دخورو نقطـه
ى بـر B2C2  و  B1C1  د خورو نقطـه
ى بـر A2B2  و 
  A1C1  و  A2C2(د.ار داراست قرى يك خط ر رو

A1B1C1  ا در نظر بگيريد كه مثـلـث گه
ى شفافـى ر برحل.

ى كج مى
كنيم كه يكا طورگه رسم شده است. اين برى آن ررو
ىا طورى صفحه
ى افقى باقى بماند. سپس لامپى رضلعش رو

گه
ى شفاف نور بيفكند و سايه
ى مثلثى برار مى
دهيم كه روقر
  A1B1C1 ى صفحه بيفتد.رو

است. A2B2C2  د اين سايه، همان مثلث ض كران فر مى
تو
اا هر دو مثلـث رى كم نشده است. زير(از كليت استدلال چيـز

ان به اين طريق بر
هم نگاشت.) ضلع
هاى ايـن مـثـلـث،مى
تو
گه
ىا در جايى كه برسايه
ى ضلع
هاى مثلث اصلى
اند و آن
ها ر

شفاف با صفحه
ى افقى تماس پيدا مى
كند (يعنى جايى كه اين
)٦د مى
كنند) قطع مى
كنند. (شكل خوردو صفحه با يكديگر بر

)٦شكل(

نگ
آميزى شكل در حل مسايل رياضىر� 
ى، ام. ا. فيشـيـر اهـل، فيزيـك
دان نـظـر١٩٦١در سـال 

ت مسألـهد. صورا حل كرفـى رانگليس، مسأله
ى بسيار مـعـرو
د:چنين بو

ا ر٨×٨نـجــى ان صـفــحــه�ى شــطــريــق مــى�تــوبـه چــنــد طــر
شاند؟) پو٢×١ها (قطعات مستطيل شكل مينوسيله�ى دوبه�و

24  ا به او نشان داد كه ايـن كـار ر × اه ر١٢٩٨٨١٦يـا  9012
ا اندكى تغيير مى
دهيم وان انجام داد. اين مسأله رمختلA مى
تو

ت زير بيان مى
كنيم:به
صور

، خانـه
هـاى٨×٨نـجـى  در صفـحـه
ى شـطـر.٦مسـألـه�ى 
ده
ايم.ا حذف كراست بالا و سمت چپ پايين رشه
ى سمت رگو

ا؟شاند؟ چر پو٢×١هاى مينوا با دوان اين صفحه رآيا مى
تو

A1
B 1

C 1

B 2

C 2
A2

o

A B

C

S1

S2

S3

r2

r1

r2

اقع�انده�ها بر يك خط وى دايراكز تجانس دو�به�دو)  مر٥شكل (
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شاند. پو٢×١هاى مينوا با دوض ران سطح مفرو نمى
توحل.
ا يك در ميان سياه مى
كنـيـماى اثبات اين مطلب، مربـع
هـا ربر


ض،دن سطح مفـروش كراى فـرشن است كه بـر). رو٧(شكل
شاند - يك مربع سفيـد و يـكا بپـوهر مستطيل بايد دو مـربـع ر

 مربع سفيد٣١، به تعداد ٢×١ مستطيل ٣١اين مربع سياه. بنابر
٣٠ مربع سياه و ٣٢شاند. اما شكل ما ا مى
پو مربع سياه ر٣١و 

شاندن كل سطح ممكن نيست.اين پود. بنابرمربع سفيد دار

)٧شكل(

اد، هميشهه از افر نفر٦ ثابت كنيد در هر جمع .٧مسأله�ى 
ا يافت كه يا هر سه نفر با هم دو
به
دو آشنا و يـاان سه نفر رمى
تو

هر سه با هم دو
به
دو نا
آشنا باشند.

اى حل مسأله اين اسـتافيكى مناسب بردل گرُ يك محل.
أس در نظر بگيريـم. يـالاف با شـش رس يك گرئوا راد ركه افـر

نگ ديگر در نـظـرا با رنگ و يال نا
آشـنـايـى را با يـك رآشنايـى ر
ا باا توپر و يال نا
آشنايى ر)، يال آشنايى ر٨مى
گيريم (در شكل (

نقطه
چين نمايش داده
ايم.)
اه با هم يا آشنا هستندن هر دو نفر دل
خوت، چودر اين صور

ع يالاف با يكى از اين دو نوأس اين گرو يا نا
آشنا، پس هر دو ر
اف كامل بهند و يك گرط مى
شو(توپر يا نقطه
چين) به هم مربو

دست مى
آيد.
) پنج يـالAاه (ماننـد أس دلخواى يك رشن است كه بـر رو

 حداقل سه تاى آن
ها ازًامااين الزع داريم؛ بنابرجى از دو نوخرو
ع مى
باشند.يك نو

دو حالت در نظر مى
گيريم:

)٨شكل(

جى توپر داشته باشيم (يعنىل آن
كه، سه يال خروحالت او
اضح است كه با سه نفر آشنا باشد). مطابق شكل، وAشخص 

 يا حداقل با يك يال توپر به هـمE و C ،Dأس أس از سه ردو ر
ج شدهت، با يال توپر ديگر خارند كه در اين صورط مى
شومربو

 مثلـثً، تشكيل يك مثلث با يال
هاى توپر مى
دهند (مثـلاAاز 
ACEهـم و
صـل)؛ يا اين
كه هيچ
كدام از آن
ها بـا يـال تـوپـر بـه

ت، يك مثلث با يال
هاى نقطه
چينند، كه در اين صورنمى
شو
)؛ يعنى در هر حال، ما يـا يـكCDEد (مثلث تشكيل مـى
شـو

اهيممثلث با سه يال توپر و يا يك مثلث با سه يال نقطه
چين خو
ندداشت كه معادل آن است كه در هر حال، سه نفر يافت مى
شو

ند كه دو
به
دوكه دو
به
دو با هم آشنا باشند يا سه نفر يافت مى
شو
ا كه در آن حداقل سـه يـالبا هم نا
آشنا باشند. حـالـت ديـگـر ر

اند، به
طريق مشابه مـى
تـوج مى
شـو خارAأس نقطه
چـيـن از ر
سيد.د و به
همين نتيجه رسى كربرر

 سانتى
متر مكعب٣×٣×٣ن به ابعاد  مكعبى چو.٨مسأله�ى 
 تشكيل شده اسـت١×١×١چك
تر  مكعب كـو٢٧داريم كه از 

اب رى اين قطعه چو). آيا ممكن است موريانه
اى طور٩(شكل 
د ونى فقط يك
بار بگـذرچك
تر بيرود كه از هر مكعب كـوبخور

سد؟ى بركزدر پايان، به مكعب مر

)٩شكل( 

ب باا به
طور متـنـاو ر١×١×١ چنان
چه مكعـب
هـاى حل.

B
C

D

E
F

A
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نگ مكعبى كه رى كنيم به
طورنگ
آميزنگ
هاى سفيد و سياه رر
شه
اىنگ مكعب
هاى گـوت رى سياه باشد، در اين صـوركزمر

نگ مكعبى كه موريانـهايط مسأله، رد. طبق شراهد بوسفيد خو
د و لذا اگر موريانهض مى
شوكت عود، در هر حرار داردر آن قر
نگ آخريـنع كنـد، رنگ سفيـد شـروا از مكعب بـه رد ركار خـو


ام نيز بايد سفيد باشد و لذا موريـانـه٢٧مكعب، يعنى مكعـب 
ى تمام كند.كزا در مكعب مرد راند كار خونمى
تو

اثبات
هاى بدون كلام� 
ت رياضىان تمام جنبه
هاى يك قضيه يا يك عبارگاهى مى
تو

د كه با دقت در آن شكل وى پياده كرى يك شكل ساده طورا رور
ت آن قضيه يـا عـبـارِستـىاحتى بـه درد در آن، بـه
رجوابط مـورو

كاست؛ يعنى درن كـلام اثبات بدود و اين همان رياضى پى
بـر
ى در اثبات كهد بصردى مفاهيم رياضى و استفاده از شهـوشهو

اناى دانش
آمـوزه برا به
ويـژى رزيباترين و عميـق
تـريـن يـادگـيـر
ن كلام، چنينه
ى اثبات
هاى بدودنر دربارتين
گارد. ماردر
بر
دار

مى
گويد:
اب ناوت
ىم ار روآ
تلاسك تابثا كي ،ـاه
تلاح زا ىرايسب رد«

هك درك ليـمكت ىيابيز و ىگداس ـهب نانچ ىسدنه ىزاس
ـهيبش كي
».دوش هديد هاگن كي رد اًبيرقت هيضق ىتسرد

،ملاك نودب تابثا ـهك دنتسه رواب نيا رب نادنمشناد رثكا هتبلا
لوبق ـلباق و تـسين نآ لوادـتم و ىـعقاو ىانـعم هب تاـبثا عقاو
رد
دهاك
ىمن ىدوهش ىاه
ترابع نينچ رابتعا زا ،نيا ىلو ؛دشاب
ىمن

رد دـوــهش شروـرپ ىاـرب شور ـنيـرـتـهب ،ـاه
تــاـبثا عـون ـنيا و
نودب تـابثا رگا« هك لاؤس نيا هب خساپ ىلو.ـدنتسه نازومآ
شناد
.ب رجار .تسين هدـاس »؟تسيچ اًـعقاو سپ تسين تـابثا ملاك
رواب نيا رب ،)]٨ و ٧[( ملاك نودب تابثا باتك ى
هدنسيون ،نسلن
دنتسه ىياهرادومن اي ريواصت ،ملاك نودب ىاه
تابثا اًمومع هك تسا

نكـمم صاخ ترابع كي ارچ ـدنيبب ات دنـنك
ىم كمك هدنـنيب هب هك
دنك زاغآ ار نآ ىتسرد تابثا هنوگچ هك دنيبب زين و دشاب تسرد تسا

روظنم
هب هدننيب هب ىرصب ىاه
ىيامنهار رب رما نيا رد ىلصا ديكأت و
.تسا ىضاير ركفت كيرحت

لانىن كلام، ابداع جديدى نيست و تاريخى طواثبات بدو
مان چيـننه
هايـى از آن
هـا در زاهد و نـمـوى كه شـود به
طـوردار

د است وجونسانس مـوان و ايتاليـاى رنان قديم، ايرباستان، يـو

ه دره نيز در مجلات انجـمـن ريـاضـى آمـريـكـا، بـه
ويـژامـروز
نال، به بخش منظمـىمتمتيكس مگزين و كالج متمتيكـس ژور

مان نيز بهتبديل شده است و در لا
به
لاى مجلات رياضى كشور
ن كلام، ماننـدد. هر
چند در ابتدا از اثبـات بـدوچشم مى
خـور

اىگان رياضى و اشعار رياضى و… برها و سخنان بزركاريكاتور

كر
ندن فضاهاى خالى انتهاى مقاله
ها استفاده مى
شد، اما اكنوپر

ده
انـدا پيدا كرد رنه اثبات
ها، اهداف و جايگاه خاص خواين
گو
ن كلاماى اثبات بدو محتوًلاند. معموص داران مخصوفدارو طر

د، هندسه، جبر، مثلثات، حسابان، هندسه
ى تحليلى،در مور
ى
هاى نامتناهى، جبرعه
هاى صحيح، سرى
ها، مجمونامساو

]، پيشگفتار و پشت جلد).٧اف،… مى
باشد ([خطى و گر
ن كـلاماثبات بـدوم كتاب در ادامه، چند مسألـه از جـلـد دو

].٨مى
آوريم [

ى هندسىع سر. مجمو٩مسأله�ى 

    

1
4

+ (
1
4

)2 + (
1
4

)4 +L= 1
3

دنى ژور. نامساو١٠مسأله�ى 

  
0≤ x ≤ π

2
⇒ 2x

π
≤ sin x ≤ x

OB = OM + MP ≥ OA ⇒ PBQ ≥ PAQ ≥ PQ

  ⇒ π sin x ≥ 2x ≥ 2sin x

  
⇒ 2x

π
≤ sin x ≤ x

)١٠شكل(
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 جمع
بندى�
سم شكل)د راهبرگيرى رصيه
هايى در به
كار(تو

داهبرى رگيـردر اين قسمت چند پيشنهاد تجربى كه در به
كار
ائه مى
دهيم.ثمر باشد، اراند مثمرسم شكل مى
تور

ى در شكل
هـاغى و در
هم
ريختگى بصـرالA) كاهش شلـو
د مورًاقعاند. تنها بايد نكاتى كـه وتى مى
شواس
پرجب حوكه مو

د. هم
چنين بايددار گنجانده شـون شكل يا نمونياز هستنـد درو
ند، كاهشدار اضافه مى
شومينه
ى تصوير يا نموا كه به زئياتى رجز

دهيم.
نگا كه در مسأله، مهم
تر هستنـد، پـر
رب) قسمت
هايـى ر

ئياتا چندين
بار، با جزدار رد يك شكل يا نموم بوكنيد. اگر لاز
ت بكشيد.مهم و متفاو

اىا برانند جريان مسأله رها بتودارد شكل
ها و نموپ) بايد خو
ىگو كنند. هماهنگى بين متن و شكل به
طور شگفت
آورما باز
فند است و حالت ايده
آل آن است كه هر
كـدام از ايـناه با ترهمر

ت امكان، مستقل از هم باشند.دو، در صور
دجوت) مقاله
هاى رياضى كه در آن
ها تـصـور و تـجـسـم و

داشته باشد، بسيار كمياب
اند. به خاطر داشته باشيد كه تجسم
ى اهداف و مسايل ريـاضـى، خـدمـتو تصور در شفـاف
سـاز

اان مثال، شما اگر مـقـالـه
اى رگى انجام مى
دهنـد. بـه
عـنـوبزر
انى داشته باشد، با يك نگاه حتىاومطالعه كنيد كه شكل
هاى فر

ع كلى مقاله، چيستضوجه مى
شويد كه موا به تصاوير متوگذر
اهيد شد.جه مطلب خويا بعد از مطالعه
ى متن مقاله، بهتر متو

 ازًلااى مرور سريع مقاله هسـتـنـد و مـعـمـواقع شكل
هـا بـردر
و
ند.فته مى
شوقسمت
هاى مهم متن گر

نه بـايـدث) در كشيدن شكل
ها بايـد فـكـر كـنـيـد كـه چـگـو
ا در شكل نشانط به بحث گفته شده در مسايل رعات مربوضومو

P

O

x

M A B

Q

1

si
nx

 منطبق بر جريان مسألهًى بكشيد كه كاملاا طوردهيد. شكل
ها ر
ا از نو بكشيد تا بـهم باشد چند بار شكل رباشند. حتى اگـر لاز

د بهاند در اين مورتر مى
توشكل مناسبى دست پيدا كنيد. كامپيو
شما كمك كند.

 منطبق برًال كنيد كه آيا اين شكل كاملاد سؤ از خوًز) دائما
سـما از نو رد، شكـل رم بوهدف مسأله است يـا نـه؟ و اگـر لاز

هد، بايد شكل دوبارى داده شوت مسأله تغييركنيد. اگر در صور
د تا شكلى كامل و صحيح به
دست آيد.كشيده شو

د استفاده كنيد. گاهى يكت تصور و ابتكار خوج) از قدر
ق
العاده
اىچك و ظريA در مسأله ممكن است تأثير فوتغيير كو

مينه به شما كـمـكدر حل مسأله داشته باشد. تجربـه در ايـن ز
مى
كند.

ظيفـه
ى تـصـاويـرچ) اثبات و استدلال نـكـات مـسـألـه، و
 غير
قابـلًاقعـااد مختلA از شكـل
هـا وا تفسيـر افـرنيست؛ زيـر

ا ثابتع رضوان
شناسى اين مومايش
هاى روپيش
بينى است. آز
ا در حضور تعداد مختلـفـى ازده است. هميشه يك شكـل ركر
سى كنيد.اد، امتحان و بررافر

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــنويس زير
داهبر. يافتـن ر٢ك مسـألـه؛ . فهم و در١ اين مدل، شامل چهـار گـام اسـت: .١


اقدام به حل مسأله؛ ٣مناسب؛ 
اه
حل.سى رارى و ونگر. باز٤.

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــمنابع 
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