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على غلاميان● 
ياضى بجستانياضى محض و دبير رشد رشناس اركار

هاشار
خـىابـع مـحـدب، بـرفـى تـومـطـلـب حـاضـر ضـمـن مـعــر


هاى مهم رنامساو
ابع اثبات مى
كند. اين مقالها به كمك اين توى
ها در اين شمارل آن ردر دو بخش تنظيم شده است كه بـخـش او

انيد.مى
خو

گى ازده
ى بزراى اثبـات رتمنـدى بـرار قدرابع محـدب ابـزتو
عضوا با اين موى
ها هستند. در اين مقاله قصد داريم شما رنامساو

ـنِنسِى مشهـور يآشنا كنيم. از اين
رو، نخست به بيان نـامـسـاو
ابع محـدب اثـبـاتا با اسـتـفـاده از تـودازيم و سـپـس آن رمى
پـر

مى
كنيم.

ابع محدبتو
د ناميده مى
شو١محدب، Iه
ى ى باز روf ِتابع حقيقى مقـدار

yاى هر گاه برهر ∈ I  وx و   λ ∈ 0,1[ ؛[
)١(  f (λx + (1− λ)y) ≤ λf (x) + (1− λ)f (y)

yاى هر گاه بر مى
ناميم هر٢ محدبًا اكيدا رfتابع  ∈ I  وxكه 
x ≠ y و   λ ∈ ؛(0,1)
)٢(  f (λx + (1− λ)y) < λf (x) + (1− λ)f (y)


ـfد اگر  ناميده مـى
شـوIى ) رو٣ مقعـرً مقعر (اكيـداf جـه:تو
 محدب) باشد.ً محدب (اكيداIى رو

بّم هندسى تحدمفهو
fى محدب است اگر و تنـهـا اگـر بـرً كامـلا
اى هر دو نقـطـه

P = (x, f (x))  وQ = (y, f (y)) دار ى نمـوروfاى هـر  و بـه ازz

R؛ نقطه
ى y و xبين  = (z, f (z)) خط زير پار
د.ار گير قرPQه

دار آن، تشخيصن كشيدن نموا بدونه يك تابع محدب رچگو
دهيم؟

دار يك تابع محدب نمو

)١(
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انيـمدن يك تابع، مى
تـودن يا نبـواى تشخيص محـدب بـوبر
قات بسيارن زير اغلب
اومـو) استفاده كنيم. اما آز١ از (ًمستقيما

مفيد است.

ابعب توّمون تحدآز
 باشد.Iه
ى ى باز يك تابع دو بار مشتق
پذير روfض كنيد فر

تدر اين صور
● fى  روIاى هر  محدب است، اگر برx ∈ I،   ′′f (x) ≥0.
● fى  روIاى هــر  مـحــدب اســت اگــر بــرً اكــيــداxن  دروI،

  ′′f (x) >0.

ه�هاتبصر
 محدب است اگرf باشد، آن
گاه Iى سته رو يك تابع پيوf اگر ●

x2  اى هر و تنها اگر بر ∈ I  و  x1؛

  
f (

x1 + x2

2
) ≤ f (x1) + f (x2)

2

x2  اى هـر  محدب است و اگر و تنها اگـر بـرً اكيداfو  ∈ I و
  x1 و   x1 ≠ x2؛

  
f (

x1 + x2

2
) < f (x1) + f (x2)

2

]a,bى  يك تابع محـدب روf اگر ●  ماكزيممfباشد، آن
گـاه  [
 (يا شايد هر دو) اختيار مى
كند.b يا aا در د رخو

 محدبًابع اكيدامثال�هايى از تو
● f (x) = xr ،  x r   و 0< ؛1<

● 
  
f (x) = 1

(x + a)r ،x > −a و   r ؛0<

● f (x) = tan x ،
  
x ∈ 0,

π
2





؛

● f (x) = ex ،x ∈ |R.

 مقعرًابع اكيدامثال�هايى از تو
● f (x) = sin x ،  x ∈ 0,π[ ؛[

● f (x) = cosx ،
  
x ∈ − π

2
,
π
2







؛
● f (x) = Lnx ،  x ∈ ؛(∞,0)
● f (x) = xr ،  x r   و 0< ∈ (0,1).

جه كنيد كهتو
x) تابع خطـى ● ∈ |R)f(x) = ax + bهم محدب و هم مقـعـر 

است؛
تيب مقعر)، يك تابع محـدب جمع دو تابع محدب (يا به تـر●

تيب مقعر) است.(يا به تر

٤نامساوى ينسن

نسـنِ) اسـت. ي١ى (سيعى از نـامـسـاونسـن تـوِى ينامـسـاو
كى، نخستين كسى است كه) رياضى
دان دانمار١٨٥٩-١٩٢٥(

د. ثابت كر١٩٠٥ا در سال ى راين نامساو
:fض كنيـد  فـرى ينسـن:نامـسـاو I →|R يك تابـع مـحـدب

,x1  ض كنيد باشد. هم
چنين فر x2, ... xn ∈ I  و  λ1, ...,λ n ≥0

λ1  ى
كه به
طور + λ2+...λ n ت در اين صور.1=
)٣  (  f (λ1x1 + λ2x2+...+λ nxn ) ≤ λ1f (x1) + λ2f (x2)

+...+λ nf (xn )

ى استفـادهاى اثبات نـامـسـاواء رياضى بـر از استـقـراثبـات:
n  اى حالت ى برح نامساوضومى
كنيم. به
و ار است.قربر 1=

nاى ى برض كنيم كه نامساون فراكنو = k ست باشد، دردر
n  اى ت نشان مى
دهيم كه بـراين صور = k ار است.قرنيز بر 1+

xk  ض كـنــيــم فــر +1 ∈ I  و  x1, ..., xk  و  λ1, ...,λ k ,λ k +1 ≥0

λ1  ى
كــه بـه
طـور + λ2+...+λ k + λ k +1 ت در ايـن صـور.1=
λحداقل يكـى از  i 1)  ها≤ i ≤ k  بايد كمتر از يـك بـاشـد.(1+

λ  ض مى
كنيـم د فرن اين
كه از كليت مسئله كم شـوبدو k +1 <1.
ار مى
دهيمت قردر اين صور

  
u = λ1

1− λ k +1

x1+...+ λ k

1− λ k +1

xkداريم 
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λ1

1− λ k +1

+...+ λ k

1− λ k +1

=1

λ1x1+...+λ  و هم
چنين  k +1xk +1 = (1− λ k +1)u + λ k +1xk +1.
min  ح ضــوبــه
و x1, ..., xk{ } ≤ u ≤ max x1, ..., xk{ در {

uنتيجه  ∈ I.ن ن چو اكنوfمحدب است، داريم 
  f ((1− λ k +1)u + λ k +1xk +1) ≤ (1− λ k +1)f (u) + λ k +1f (xk +1)

اء داريمض استقرجه به فربا تو

  
f (u) ≤ λ1

1− λ k +1

f (x1)+...+ λ k

1− λ k +1

f (xk )

n  اى ى بالا، حكم بركيب دو نامساوحال با تر = k ارقربر 1+
د.مى
شو

اى هردنظر برى موراى رياضى، نامسـاواين طبق استقـربنابر
ار است.قر برnعدد صحيح مثبت 

ه�هاتبصر
ار است اگر و تنهاقر) بر٣ى در ( محدب تساوًابع اكيدااى تو بر●

x1  اگر  = x2 =...= xn.

λ1اگـر ●  = λ2 =...= λ n = 1
n

ت زيـر) بـه صـور٣ آن
گـاه (،
مى
آيددر

)٤ (                          
  
f (

x1+...+xn

n
) ≤ f (x1)+...+f (xn )

n

)٤) و (٣ى
هاى ( يك تابع مقعر باشد، آن
گاه نـامـسـاوf اگر ●
ندت زير مى
شوبه
صور

  ( ′3 )            f (λ1n1+...+λ nxn ) ≥ λ1f (x1)+...+λ nf (xn )

  ( ′4 )                        
  
f (

x1+...+xn

n
) ≥ f (x1)+...+f (xn )

n

مثال�ها
,a   اگر .١مثال  b a   و 0< + b = ، آن
گاه2

  (1+ a5 )5 + (1+ b5 )5 ≤ 26

)  ى . با اسـتـفـاده از نـامـسـاوحـل ′4 ِ مقـعـرًبا تـابـع اكـيـدا (
  f (x) = (1+ x5 (∞,0)  ى رو 5(

ا  (زيـــــر
  

′′f (x) = 4(1+ 1

x5
)3 (

−1

5 x65
) )(∞,0)  ى رو 0>

داريم

  
f (

a + b
2

) ≥ f (a) + f (b)
2

  
(1+ a + b

2
5 )5 ≥ (1+ a5 )5 + (1+ b5 )5

2

a  جه به اين
كـه حال با تو + b = ارقرب برى مطلـو نامساو،2
است.

a  قتى اتفاق مى
افتد كه ى وتساو = b =1.
,a  اگر . ٢مثال  b, c ، آن
گاه0<

  
aa . bb .cc ≥ (

a + b + c
3

)a+b+c

ى بالا هم ارز است با. نامساوحل

  
Ln(aa . bb .cc ) ≥ Ln(

a + b + c
3

)a+b+c

يا

  
aLna + bLnb + cLnc ≥ (a + b + c)Ln(

a + b + c
3

)

ِ مـحـدبً) بـا تـابــع اكــيــدا٤ى (بـا اسـتـفـاده از نــامــســاو

f (x) = xLnx ا (زير (∞,0)  ى رو
  

′′f (x) = 1
x

)(∞,0)  ى رو 0<
داريم

  

f (a) + f (b) + f (c)
3

≥ f (
a + b + c

3
)

  

aLna + bLnb + cLnc
3

≥ (a + b + c)
3

Ln(
a + b + c)

3

يا

  
aLna + bLnb + cLnc ≥ (a + b + c)Ln(

a + b + c
3

)

ار است.قرب برى مطلودر نتيجه نامساو
aار است اگر و تنها اگر قرى برتساو = b = c.
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,a  اگر . ٣مثال  b, c  آن
گاه0<

  

a
a + 3b + 3c

+ b
3a + b + 3c

+ c
3a + 3b + c

≥ 3
7

s  ض كـــــــنــــــــيــــــــد  فــــــــرحــــــــل. = 3(a + b + c) و

  
x ∈ (0, s)  f (x) = x

s − x
.

,0)  ى  روf ت تابعدر اين صور s) ىا رو محدب است زيرًاكيدا

  (0, s)، 
  

′′f (x) = 2s

(s − x)3 x1  ار دادن  حـال بـا قـر.0< = 2a،

  x2 = 2b  و  x3 = 2c داريم٤ى (در نامساو (

  
f (

2a +2b +2c
3

) ≤ f (2a) + f (2b) + f (2c)
3

  

2a +2b +2c
3

s − 2a +2b +2c
3

≤ 1
3

2a
s −2a

+ 2b
s −2b

+ 2c
s −2c







  

a + b + c
3s −2(a + b + c)

≤ 1
3

a
s −2a

+ b
s −2b

+ c
s −2c







يا

  

3(a + b + c)
3s −2(a + b + c)

≤ a
s −2a

+ b
s −2b

+ c
s −2c

s  جه به اين
كه با تو = 3(a + b + c)،ارقرب برى مطلو نامساو
است.

.a=b=cار است كه قرقتى برى وتساو
,a1    . اگر ٤مثال  a2,K, an ، آن
گاه1≤

    

1
1+ akk =1

n

∑ ≥ n

1+ a1Kan
n

ض كـنــيــم .فـرحــل
  
f (x) = 1

1+ ex
، 

  x ∈ 0,∞[  در ايــن.(

]∞,0  ى  روfت تابع صور ،(∞,0)  ى ا رو محدب است زيرًاكيدا (

  
′′f (x) = ex (ex −1)

(ex +1)3 )٤ى ( بـا اسـتـفـاده از نـامـسـاو.0<

داريم

  
f (xi )

i=1

n

∑ ≥ nf(
xi

n
)

i=1

n

∑

  

1

1+ exi

i=1

n

∑ ≥ n

1+ e
1

n
x i

i=1

n
∑

xiبا قـرر دادن  = Lnai اى بـه از    i =1,2,K, n،ى نامـسـاو
ار است كـهقـرمانى بـرى زاسته شده به
دسـت مـى
آيـد. تـسـاوخو

    a1 = a2 =L= an.

،γو  βو  αاويـه
هـاى اى يـك مـثــلــث بــا ز بـر.٥مـثــال 
ار استقرى
هاى زير برنامساو

 (nال
  
sin α + sinβ + sin γ ≤ 3 3

2
؛

ب) 
  

sin α + sinβ + sin γ ≤ 3
3
4

؛4

پ) 
  
sin α .sinβ.sin γ ≤ 3 3

8
؛

ت) 
  
sec

α
2

+ sec
β
2

+ sec
γ
2

≥ 2 ؛3

ث) 
  
cosα . cosβ. cos γ ≤ 1

8
؛

ابعتيب از تواى قسمت
هاى (الn)، (ب) و (پ) به
تر برحل.
sinx ،sin مقعـر ًاكيـدا x و Lnsinx0)  ى  رو, π) ىدر نامسـاو

) با٤ى (اى قسمت (ت)، از نامـسـاو) استفاده مى
كنيـم و بـر٤(
 محدب ًتابع اكيدا

  
sec

x
2

,0)  ى رو  π) كنيم.در قسمت
استفاده مى

) با تابع٤ى (حاده باشند، آن
گاه از نامساو γو  α، β(ث) اگر 

ى  روLncosx معـقـر ًاكيـدا
  
(0,

π
2

استفـاده مـى
كـنـيـم؛ در غـيـر (
γو  βو  αاياى جه به اين
كه فقـط يـكـى از زوت با تـواين
صـور

cosα  گ
تر باشد، در نتيجه اند قائم يا بزرمى
تو cosβcos γ ≤0.
ار است.قرح برضوى به
ولذا نامساو
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ار است كهقرقتى برى وق حالت تساودر تمام قسمت
هاى فو

  
α = β = γ = π

3
.

n(n    ض كنـيـد ) فرIndia، ١٩٩٥ (#.٦مثـال  ≥ 2)xn ,K, x1

تابر يك است. در اين
صورع آن
ها برعدد مثبت باشند كه مجمو
ثابت كنيد

    

x1

1− x1

+L+ xn

1− xn

≥ n
n −1

مـحـدبً ) با تـابـع اكـيـدا٤ى ( با اسـتـفـاده از نـامـسـاوحـل.

  
f (x) = x

1− x
 داريم (0,1)  ى رو 

  

1
n

f(xi ) ≥ f (
xi

n
i=1

n

∑
i=1

n

∑ )

    

1
n

(
x1

1− x1

+L+ xn

1− xn

) ≥

1
n

1− 1
n

يا

    

x1

1− x1

+L+ xn

1− xn

≥ n
n −1

x1    ار است كه قرقتى برى وتساو = x2 =L= xn.
,x  ض كـنـيـد  فـر.٧مـثـال  y, z x  و 0< + y + z  در ايـن.1=

ت ثابت كنيدصور

  
(1+ 1

x
)(1+ 1

y
)(1+ 1

z
) ≥ 64

 مـحـدبً) با تـابـع اكـيـدا٤ى ( با اسـتـفـاده از نـامـسـاوحـل.

  
f (x) = Ln(1+ 1

x
ا زيـر((∞,0)  ى رو (

  
′′f (x) = 2x +1

(x2 + x)2 >0

 داريم)(∞,0)  ى رو

  
f (x) + f (y) + f (z) ≥ 3f (

x + y + z
3

)

  
Ln(1+ 1

x
) + Ln(1+ 1

y
) + Ln(1+ 1

z
) ≥ 3Ln4

يا

  
Ln(1+ 1

x
) + (1+ 1

y
) + (1+ 1

z
) ≥ Ln43

  
(1+ 1

x
)(1+ 1

y
)(1+ 1

z
) ≤ 64

xار است كه    قرقتى برى وتساو = y = z

ى كه اعداد مثبت باشند به
طورc و b و aض كنيد  فر.٨مثال 
ab + bc + ca = abc تدر اين صور

aa bb cc (a + b + c) ≥ abc

abن چـــوحـــل. + bc + ca = abc  پــــس
  

1
a

+ 1
b

+ 1
c

=1.

اين با انتخـاب بنابر
  
λ1 = 1

a
، 

  
λ2 = 1

b
، 

  
λ 3 = 1

c
  ،  x1 = ab،

  x2 = bc  ،  x3 = ca كار بر
 مقعرًبا تابع اكيدا 3′  ى دن نامساوو به
f (x) = Lnx داريم (∞,0)  ى رو

  

f (λ1x1 + λ2x2 + λ3x3 )

≥ λ1f (x1) + λ2f (x2) + λ3f (x3 )

  
Ln(a + b + c) ≥ 1

a
Lnab + 1

b
Lnbc + 1

c
Lnca

يا

  Ln(a + b + c) ≥ Ln(ab)
1

a + Ln(bc)
1

b + Ln(ca)
1

c

يا

  
a + b + c ≥ a

1
a

+1
c + b

1
a

+ 1
b + c

1
b

+1
c

جه به اين
كه ن با تواكنو
  

1
a

+ 1
b

+ 1
c

داريم 1=

  
a + b + c ≥ a

1−1
b .b

1−1
c .c

1−1
a

يا

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



هفتمه
ى بيست و دور
٢ه
ى شمار

٨٨١٣مستان   ز ٣٣

a + b + c ≥ a

ab
.

b

bc
.

c

ca

يا
ab . bc . ca (a + b + c) ≥ abc

aار است كه قرمانى برى زتساو = b = c

اى حلمسائلى بر
باشد، آن
گاه γو  βو  αاياى  يك مثلث يا زوABC اگر .١

 (nال
  
cos

α
2

cos
β
2

cos
γ
2

≤ 3 3
8

 ؛

ب) 
  
sin

α
2

sin
β
2

sin
γ
2

≤ 1
8

؛

پ) 
  
tanα

p + tanβ
p + tanγ

p ≤ 3 3  p  حادهγ و β و αو (1≤
هستند).

ار دهـيــم  اگـر قــراهـنـمــايــى.ر
  

′β = π
2

− β
2

, ′α = π
2

− α
2

و 

  
′γ = π

2
− γ

α′   آن
گـــاه 2 , ′β , ′γ =(0,π) و ′α + ′β + ′γ = π.
در γو  βو  αبـجـاى  γ′و  β′و  α′دن حال با جايـگـزيـن كـر

تيب (الـn) و (ب)) به تـر٥قسمت
هاى (پ) و (ث) از مـثـال (
ً) با تابع اكيدا٤ى (اى قسمت (پ) از نامساود. برحاصل مى
شو

محدب 
  
x ∈ (0,

1
2

)  f (x) = tanp x  و   p  استفاده كنيد.1≤
ه
ى ضلع
هاى يك مثلث باشند، آن
گاه اندازc و b و a اگر .٢

  

a
b + c − a

+ b
c + a − b

+ c
a + b − c

≥ 3

 مـحــدبً)  بـا تـابـع اكــيــدا٤ى (از نـامــســاواهـنـمــايــى. ر

f (x) = x
s − x

x   كه  ∈ (0, s) و 
  
s = 1

2
(a + b + c).استفاده كنيد 

x  اى هر بر. ٣ ثابت كنيد  0<
  
xx ≥ (

x +1
x

)x+1.
f محدب ًاز تابع اكيدااهنمايى. ر (x) = xLnx (∞,0)  ى رو

x1  ) با انتـخـاب ٣ى (و نامـسـاو = x  ،  x2 و 1=
  
λ1 = λ2 = 1

2

استفاده كنيد.
ى اعداد حقيقى مثبت باشند به
طورc و b و  aض كنيد فر. ٤

a  كه  + b + c ت در اين صور.1=

  
aa(a+2b) .bb(b+2c) .cc(c+2a) ≥ 1

3

f مقعرًاز تابع كاملااهنمايى. ر (x) = Lnx و (∞,0)  ى رو 
)  ىدن نامسـاوبا به
كـار بـر ′3 λ1  با انتخـاب  ( = a2،   λ2 = b2،

  λ2 = c2 ،  λ 4 =2ab ،  λ 5 =2bc ،    λ6 =2ca ،
  
x1 = 1

a
،

  
x2 = 1

b
، 

  
x3 = 1

c
، 

  
x4 = 1

a
، 

  
x5 = 1

b
 و  

  
x6 = 1

6
امسئـلـه ر 

حل كنيد.
 ثابت كنيدc و b و aاى اعداد حقيقى مثبت . بر٥

  
(

2a
b + c

)
2
3 + (

2b
c + a

)
2
3 + (

2c
a + b

)
2
3 ≥ 3

 محـدب ً از تـابـع اكـيـدااهـنـمـايـى.ر
  
f (x) = (

2x
s − x

)
2
ىور3

  (0,s)  كـه در آنs = a + b + c استفـاده٤ى (است در نامـسـاو (
كنيد.

شت�پى�نو
1.  Convex
2. Strictly Convex
3. Concave (Strictly Concave)
4. Jensen Inequality
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