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 نزديك٢، به ٢ را از سمت چپ عـدد xفرض كنيد مى�خواهيـم 
كنيم، ولى به آن نرسد؛ به صورت زير:

    x = 1,L,1/ 4,L,1/ 7,L1/ 9,1/ 99,1/ 999,1/ 9999,L

ميـز راُهاى سمت راسـت م٩ملاحظه مى�كنيد كه هر قدر تـعـداد 
 نزديك و نزديك�تر مى�شود، ولى به٢ به ًزياد كنيم، عدد حاصل مرتبا

 به آن نزديك شده است،٢ از طرف اعداد كمتر از xآن نمى�رسد. چون 
مى�نويسيم:

  x → 2−

 به عدد آن نزديك مى�كنيم؛٢ را از طرف اعداد بزرگ�تر از xحال 
به صورت زير:

    x = 3,L2 / 7,L,2 / 3,L,2 /1,2 /01,2 /001,2 /0001,2 /00001,L

١ هاى بين مميز و عدد 0  باز هم ملاحظه مى�كنيم، هر قدر تعداد 
 نزديك و نزديك�تر مـى�شـود،٢ به ًرا زياد كنيم، عدد حاصل مـرتـبـا

 به آن نزديك٢ از طرف اعداد بزرگ�تر از xولى به آن نمى�رسد. چون 
شده است، مى�نويسيم:

  x → 2+

v~¹U�L¼

x  نامساوى  − 2  را درنظر مى�گيريم و آن را حل مى�كنيم؛ به1>
صورت زير:

  x − 2 <1⇒ −1< x − 2 <1⇒1< x < 3

x   است. فرض مى�كنيم ٢)، عدد ١و٣عدد ميانى بازه�ى ( = 2.
) را يك همسايگى١و٣ را مركز قرار دهيم، آن�گاه بازه�ى (xاگر 

x  متقارن به مركز  = )،١و٣ گوييم. چنان�چه از بازه�ى (١ به شعاع 2
,1)  مركز همسايگى را برداريم، يعنى  3) − 2{ ، آن�گاه اين همسايگى{

 به شعاع٢را يك همسايگى متقارن محذوف (مركز حذف�شده) عدد 
 گوييم.١

١ به شعاع ٢همسايگى متقارن عدد 

١ به شعاع ٢همسايگى متقارن محذوف عدد 

داحم �
 قندهارى

عبــاتــــــ ّدحــــــــ )١(طه  قـــن كيــــــــ در
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1< x < 3, x ≠ 2
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x در حــالــت كـــلـــى، نـــامـــســـاوى تــوجـــه: − a < rيـــا 
a − r < x < a + r را يك همسايگى متقـارن بـه�مـركـز a و شعـاع r

گوييم.

bŠÒlÐUð éÇ 

 چپ تابع را با يك مثال شروع مى�كنيم. فرض كنيدّبررسى حد
f   با ضابطه�ى fتابع  (x) = 2x x باشد. مى�خواهيم در اين تابـع 1+

 را در اينf نزديك و رفتار تابع ١ به ١را از طرف اعداد كوچك�تر از 
فرايند بررسى كنيم. براى درك بهتر، جدول زير را تشكيل مى�دهيم.

  

x 0/ 9 0/ 99 0/ 999 0/ 9999 0/ 99999

f (x) 2 / 8 2 / 98 2 / 998 2 / 9998 2 / 99998

 به آن١ از طرف اعداد كوچك�تـر از xملاحظه مى�كنيم، وقتـى 
نزديك و نزديك�تر مى�شود، رفتار تابع نشان مى�دهد كه

f(x) نزديك و نزديك�تر شده اسـت. بـه٣ به عـدد 
x  نظر مى�رسـد، وقـتـى  f(x) ّ، آن�گاه حـد−1→

 است. از اين جدول نتايج زيـر بـه�دسـت٣برابـر 
مى�آيد:

  0<1− x <0/1 ⇒  f (x) − 3 <0/ 2

  0<1− x <0/01 ⇒  f (x) − 3 <0/02

  0<1− x <0/001 ⇒  f (x) − 3 <0/002

  0<1− x <0/0001 ⇒  f (x) − 3 <0/0002

  0<1− x <0/00001 ⇒  f (x) − 3 <0/00002

اين نتايج را به صورت زير هم مى�توان نشان داد:
f  اگـر بـخـواهـيــم  (x) − 3 <0/  بـاشـد، بـايــد:2

  0<1− x <0/1 

f   اگـر بـخـواهـيـم  (x) − 3  بـاشـد، بـايــد:0/02>
  0<1− x <0/01

f  اگــر بــخــواهـــيـــم  (x) − 3  بــاشــد، بـــايـــد:0/002>
  0<1− x <0/001

f   اگــر بــخــواهــيــم  (x) − 3  بــاشــد، بــايــد:0/0002>
  0<1− x <0/0001

f  اگـر بــخــواهــيــم  (x) − 3  بــاشــد، بــايــد:0/00002>

  0<1− x <0/00001

 خودش به هر اندازه كه بخواهيم مى�توانيمّ را به حدf(x)مى�توان گفت: 
 نزديك كنيم.١ را به اندازه�ى كافى به xنزديك كنيم، به شرطى كه 

f   تابع با ضابـطـه�ى مثال: (x) = 2x  را در نظر مى�گيريـم و1+

  x . مى�خواهيم: −1→
  
f (x) − 3 < 1

250
 راx باشد. تعيين كنيد 

 نزديك كنيم.١چه�قدر بايد به عدد 
 چنين عمل مى�كنيم:حل:

  
f (x) − 3 < 1

250
 ⇒  (2x +1) − 3 < 1

250
 ⇒  2x − 2 < 1

250

  
⇒ 2 x −1 < 1

250
 ⇒  x −1

x→1−
< 1

500
 ⇒  0<1− x < 1

500

 آن�قدر نزديك شود كه١ به عدد ١ بايد از سمت چپ عدد xيعنى 

 كمتر از ١فاصله�اش تا عدد 
  

1
500

 باشد.
f(x) آن�قدر نزديك شود كه فاصله�ى ٣ به f(x)پس اگر بخواهيم 

 كمـتـر از ٣از عدد 
  

1
250

١ را از سمت چپ بـه عـدد x باشد، بـايـد 

 كمتر از x تا عدد ١آن�قدر نزديك كنيم كه فاصله�ى 
  

1
500

 شود.

 اگر در مثال بالا بخواهـيـم تمريـن:
  
f (x) − 3 < 1

720
 باشد،

 نزديك كنيم.١ را از سمت چپ چه�قدر بايد به عدد xتعيين كنيد 

 جواب:
  
0<1− x < 1

1440

bŠ n¹dFðÒlÐUð éÇ 

,a)   در بـازه�ى fفرض مى�كنيـم تـابـع  x0).تعري` شده بـاشـد 
x   وقتى f چپ تابـع ّمى�گوييم حـد → x0

 است؛L، عدد حقيـقـى −
 نزديك كنيم، به شرطىL را به هر اندازه�ى دل�خواه به f(x)اگر بتوان 

x  كه  < x0 را به اندازه�ى كافى بـه   x0نزديك كنيم. در اين صورت 
مى�نويسيم:

  
lim

x→x0
−
f (x) = L

 مـى�دانـيــم: تـمــريــن:
  
lim

x→2−
(4x + 3) = ، مـى�خـواهــيــم11

  
(4x + 3) −11 < 1

400
 را چه�قدر بايد از سمتx باشد. تعيين كنيد 

 نزديك كنيم.٢ به عدد ٢چپ 

 جواب:
  
0< 2 − x < 1

1600

bŠÒlÐUð XÝ«— Å

f  دوباره تابع با ضابـطـه�ى  (x) = 2x  را درنظر مى�گيـريـم و1+
 نزديك شود؛١ به عدد ١ از طرف اعداد بزرگ�تر از xفرض مى�كنيم، 

x  يعنى   را بررسى كنيم. به اين منظورf. مى�خواهيم رفتار تابع +1→
جدول زير را تشكيل مى�دهيم.

  

x 1/1 1/01 1/001 1/0001 1/00001

f (x) 3 / 2 3 /02 3 /002 3 /0002 3 /00002

f(
x)
=
2x
+
1

3

1
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x  ملاحظه مى�كنيم، وقتـى   نزديك و نزديك�تـر١ و به عدد 1<
٣) به عـدد f(x)مى�شود، رفتار تابع نشان مى�دهد كه مـقـدار تـابـع (

x  نزديك و نزديك�تر شده است. به�نظر مى�رسد كه وقـتـى  →1+،
 است. از اين جدول  نتايج زير به�دست مى�آيد:٣ برابر f(x)ّ آن�گاه حد

  0< x −1<0/1 ⇒  f (x) − 3 <0/ 2

  0< x −1<0/01 ⇒  f (x) − 3 <0/02

  0< x −1<0/001 ⇒  f (x) − 3 <0/002

  0< x −1<0/0001 ⇒  f (x) − 3 <0/0002

  0< x −1<0/00001 ⇒  f (x) − 3 <0/00002

اين نتايج را به صورت زير نيز مى�توان بيان كرد:
f  اگـــر بـــخـــواهـــيـــم  (x) − 3 <0/  بـــاشـــد، بـــايــــد:2

  0< x −1<0/1 

f   اگــر بــخـــواهـــيـــم  (x) − 3  بــاشـــد، بـــايـــد:0/02>
  0< x −1<0/01

f  اگــر بــخــواهـــيـــم  (x) − 3  بــاشــد، بـــايـــد:0/002>
  0< x −1<0/001

f   اگــر بــخــواهــيــم  (x) − 3  بــاشــد، بــايــد:0/0002>
  0< x −1<0/0001

f  اگـر بــخــواهــيــم  (x) − 3  بــاشــد، بــايــد:0/00002>
  0< x −1<0/00001

f  مـى�تـوان گـفـت: مـى�تـوانـيـم  (x) −  را بـه هـر انـدازه كـه3
١ را از سمت راست به عدد xبخواهيم، كوچك كنيم؛�به شرطى كه 

به اندازه�ى كافى نزديك كنيم.

f   تابع با ضابـطـه�ى مثال: (x) = 2x  را در نظر مى�گيريـم و1+

  x . مى�خواهيم +1→
  
f (x) − 3 < 1

750
 راx باشد. تعيين كنيـد 

 نزديك كنيم.١چه�قدر بايد به عدد 
حل:

  
f (x) − 3 < 1

750
 ⇒  2x +1− 3 < 1

750
 ⇒  2(x −1) < 1

750

  
⇒ 2 x −1 < 1

750
 ⇒  x −1

x→1+
< 1

1500
 ⇒  0< x −1< 1

1500

f(
x)
=
2x
+
1

3

1

 آن�قدر بايد نزديك١ به عدد ١ را از طرف اعداد بزرگ�تر از xپس 

x  كنيم كه   كمتر از 1−
  

1
1500

 باشد.

bŠ n¹dFðÒlÐUð XÝ«— 

,x0)   در بازه�ى fفرض مى�كنيـم تـابـع  b).تعري` شـده بـاشـد 
x   وقتى f راست تابع ّمى�گوييم حد → x0

 است؛L، عدد حقيقى +
 نزديك كنيم، به شرطىL را به هر اندازه�ى دل�خواه به f(x)اگر بتوان 

 نزديكx0   به اندازه�ى كافى به x0   را از طرف اعداد بزرگ�تر از xكه 
كنيم. در اين صورت مى�نويسيم:

  
lim

x→x0
+
f (x) = L

 داريــم: مــثـــال:
  
lim

x→1+
(−4x + 3) = . مــى�خــواهـــيـــم:1−

  
(−4x + 3) +1 < 1

300
 .x چه�قدر١ را از طرف اعداد بزرگ�تر از 

 نزديك كنيم؟١بايد به عدد 
حل:

  
(−4x + 3) +1 < 1

300
 ⇒  −4x + 4 < 1

300
 ⇒  −4(x −1) < 1

300

  
⇒ 4 x −1 < 1

300
 ⇒  x −1

x→1+
< 1

1200
 ⇒0< x −1< 1

1200

 آن�قدر بايد نزديك١ به عدد ١ را از طرف اعداد بزرگ�تر از xپس 

x  كنيم كه   كمتر از 1−
  

1
1200

 باشد.

bŠ n¹dFðÒ —œ lÐUð   x0
 تعري` شده باشـدx0   در يك همسايـگـى fفرض مى�كنيم تابـع 

ّ. مى�گوييم حـد) تعري` نشده باشـدx0  (ممكن است تابع در خـود 
f(x) وقتى   x → x0 برابر عدد حقيقى ،L است، اگر بتـوان f(x)را 

 را به اندازه�ىx نزديك كنيم؛ به شرطى كه Lبه هر اندازه�ى دل�خواه به 
 نزديك كنيم. در اين صورت مى�نويسيم:x0  كافى به 

  
lim

x→x0

f (x) = L

x   وقتى f(x)ّ به عبارت ديگر، حد → x0 برابر عدد حقيقى ،L

fاست، اگر بتوان  (x) − Lرا هر اندازه كه بخواهيم كوچك كنيم؛ 
x  به شرطى كه  − x0.را به اندازه�ى كافى كوچك كنيم 

f   تابع با ضابطـه�ى مثال: (x) = 3x −  را در نظر مى�گيريـم.5
x  اگــر  - اسـت. مـى�خــواهــيــم٢ بـرابــر f(x)ّ ، آن�گـاه حــد1→

  
f (x) + 2 < 1

100
 نزديك كنيم؟١ را چه�قدر بايد به عدد x باشد. 

حل:

  
f (x) + 2 < 1

100
 ⇒  3x − 5 + 2 < 1

100
 ⇒  3x − 3 < 1

100
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متو
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يا  
  
⇒ 3(x −1) < 1

100
 ⇒  3 x −1 < 1

100
 x −1 < 1

300

  
0< x −1 < 1

300

x   نزديك كنيم كه ١ را آن�قدر بايد به عدد xپس  كه مثبت( 1−

است) كوچك�تر از 
  

1
300

 بشود.

 اگر توجه:
  
lim

x→x0
+
f (x) = L و 

  
lim

x→x0
−
f (x) = Lباشد، آن�گاه 

 است.L حد دارد و حد آن برابر عدد حقيقى x0   در fمى�گوييم تابع 

bŠ ÈU¹UC&

n اعداد حقيقى و b و a فرض مى�كنيم .١قضيه�ى  ∈Nباشد .
lim
x→a

b = b )`ال
lim
x→a

x = a )ب

lim
x→a

xn = an )ج

n اعداد حقيقى و L و a،b فرض مى�كنيم .٢قضيه�ى  ∈Nو 

  
lim
x→a

f (x) = L1 و 
  
lim
x→a

g(x) = L2:باشد. آن�گاه داريم 

  
lim
x→a

(f (x) ± g(x)) = L1 ± L2 )`ال

  
lim
x→a

b f(x) = b L1 )ب

  
lim
x→a

f (x).g(x) = L1.L2 )ج

 با شرط
  
lim
x→a

f (x)
g(x)

= L1

L2

        L2 ≠ د( 0

  اگر . ٣قضيه�ى 
lim
x→a

f (x) = L1 ∈|R و   
lim
x→a

g(x) =  باشد،0
آن�گاه:

  
lim
x→a

f (x).g(x) = L(0) = 0

f     اگــر .٤قـضـيــه�ى  (x) = m0x
n + m1x

n−1+L+mnيـك 
 باشد، آن�گاه:nچند�جمله�اى از درجه�ى 

    
lim
x→a

f (x) = m0a
n + m1a

n−1+L+mn

lim اگـــــر .٥قــــضــــيـــــه�ى 
x→a

f (x) = L:بــــاشــــد، آن�گـــــاه 

lim
x→a

f (x) = L.

lim اگر .٦قضيه�ى 
x→a

f (x) = L و   L n و 0≤ ∈N:باشد، آن�گاه 

lim f(x)n = L
n اگر .n فرد باشد، شرط   L  لازم نيست.0≤

f اگـر .٧قـضـيـه�ى  (x) ≤ g(x) و ∀x ∈|R و f و g در aحــد ّ
limداشته باشند، آن�گاه: 

x→a
f (x) ≤ lim

x→a
g(x).

x يك تابع در ّ حد.٨قضيه�ى  = a.در صورت وجود يكتاست 
، حدهاى زير را محاسبه كنيد.ّ به كمك قضيه�ى حدمثال:

  
lim
x→1

x2 − 8x

x3 + 4x −1
ال`( 

  

=
lim
x→1

(x2 − 8x)

lim
x→1

(x3 + 4x −1)
=

lim
x→1

x2 − lim
x→1

8x

lim x3 + lim
x→1

4x − lim
x→1

1
= 1− 8

1+ 4 −1
= −7

4

  

lim
x→1

x2 − x + 4
3x2 + x + 4

3 =
lim
x→1

(x2 − x + 4)

lim
x→1

(3x2 + x + 4)
ب( 3

  

=
lim
x→1

x2 − lim
x→1

x + lim
x→1

4

lim
x→1

(3x2) + lim
x→1

x + lim
x→1

4
3 = 1−1+ 4

3 +1+ 4
3 = 4

8
3 = 1

2
3

vÖœdA) ÈÅtOC&

g(x) بين a ،f(x) در يك همسايگى xفرض مى�كنيم به ازاى هر 

x وقـتــى h(x) و g(x) بـاشـد، هـرگــاه h(x)و  → aداراى حـد ،ّ
L ∈Rگاه:  باشند، آن

lim
x→a

f (x) = L

 اگر مثال:
  
f (x) = x sin

1
x

 باشد، مى�دانيم 
  
−1≤ sin

1
x

≤1

x  و (با فرض   داريم: )0<
  
− x ≤ x sin

1
x

≤ x

آن�گاه:                       
  
lim

x→0+
(−x) ≤ lim

x→0+
x sin

1
x

≤ lim
x→0+

(x)

  
0≤ lim

x→0+
x sin

1
x

≤0⇒ lim
x→0+

x sin
1
x

= 0

x  چنان�چه   باشد، داريم: 0>
  
x ≤ x sin

1
x

≤ −x:و 

  
lim

x→0−
(x) ≤ lim

x→0−
x sin

1
x

≤ lim
x→0−

(−x) ⇒0≤ lim
x→0−

x sin
1
x

≤0

  
⇒ lim

x→0−
x sin

1
x

= 0

                                                                 پس:
  
lim
x→0

x sin
1
x

= 0

❐ ❐ ❐

g(x)

f(x)

h(x)

a


