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هاي ديگر،  ام بر خلاف معمول سخنراني اجازه دهيد قبل از شروع سخنراني

براي شما حضار محترم يك سؤال ابتدايي هندسه كه مربوط به اولين درس 

اين  است، مطرح كنم و با عرض معذرت بگذاريد دوره راهنماييهندسه در 

  . حل آن ساده نخواهد بود،برخلاف بيان مسئلهداشته باشم كه  نيز  راادعا

هاي اساسي  به سؤالما چگونه  كه اين موضوع، خود گواهي خواهد بود بر اين

  .ايم توجه بوده و طبيعي در مور مثلث بي

  

,با اضلاع دلخواه  اگر يك مثلث: سؤال ,a b c ا مثلثي داشته باشيم، آي

1با اضلاع  1 1
, ,

a b c
   ؟خواهيم داشت نيز 

  

بايد توجه داشت كه اگر جواب سؤال بالا مثبت باشد، جواب كامل 

حالت چنين داده شده است ولي اگر جواب منفي باشد كه در اين 

با يك ) الساقين بلندقد مثال نقض هستند هاي متساوي زيرا مثلث(است 

ايم ولي جواب سؤال  كننده را داده ط جواب سؤالمثال نقض، ما فق

هايي را  رياضي داده نشده است زيرا در حقيقت بايد تمام مثلث

  . است)منفي(مثبت ها جواب   كنيم كه براي آنمشخص

ي اصلي اين  چيزي از ما خواسته نشده ولي مسئلهچنين اگرچه ظاهراً 

ي است مجموع كاف”كه  كنند با گفتن اين ها هم فكر مي  بعضي.است

، مسئله را “وارون اضلاع بزرگتر از وارون ضلع كوچكتر، بزرگتر باشد
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 در صورتي كه چنين نيست، زيرا ما بايد تعيين كنيم كه اند حل كرده

  .افتد چه موقع اين اتفاق مي

چنيني  ايم كه يك سؤال اين ما از كودكي به اين موضوع عادت كرده

 به مسئله جواب كنيم  فكر ميپرسيم و با يك مثال نقض از خود مي

        .كنيم نيز تبديل ميايم و بعضي اوقات آن را به يك مقاله  داده
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  شعار معروف  1958 در سال  ژان پل ديودونهكهبعد از اين

  »لعنت بر اقليدس و مرگ بر مثلث «

 اين شعار .دانان زيادي اين شعار را تكرار كردند، متأسفانه رياضيرا سر داد

د كه در بيشتر كشورها از جمله ايران، از حجم تدريس مطالب هندسي باعث ش

تنها كشورهايي نظير شوروي .  كاسته شودگيريچشمطور  در دبيرستان به

  .سابق، ايتاليا هلند و چند كشور ديگر تسليم اين شعار نشدند

دانان يك گروه از رياضي  )BourbakiBourbakiBourbakiBourbaki (بورباكيدانيد طور كه ميهمان

 اعضاي آن كاملاً مشخص نبودند و برآن بودند كه ودند كه ظاهراًفرانسوي ب

دلخواه و ابتكار خود تعيين كنند كه در اين مسير نيز تا مسير رياضيات را به

هاي خود از بكار بردن شكل و ها و كتابآنها در نوشته. اي موفق شدنداندازه

 هندسه اقليدسي كردند و اين يكي از دلايلي بود كه بانمودار خودداري مي

  . شكل كلاسيك آن مخالف بودندبه

و نمودارها، در هندسه ممكن است ما را به اثبات اشتباه معتقد بودند كه اَشكال 

-هاي جبرخطي و هندسه تحليلي را مناسبهدايت كنند و در يك كلام، روش

ر افزارهاي رياضي ديگتوجه داشته باشيد كه امروزه با وجود نرم(دانستند تر مي

ي خوبي براي مطالعه زا نيستند بلكه خود انگيزه تنها مشكلاَشكال هندسي نه

  ). هندسه هستند

ي مسافرت به فضا  در زمينهروسيه كه در آن زمان از رقيب خود يعني آمريكا

ي خود بود و از ي درسي متوسطهعقب افتاده بود، به دنبال تغييراتي در برنامه

ايران تدريس هندسه، از اقليدسي، هندسه فضايي، در . اين شعار استقبال كرد
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به يك حداقل ناچيز تقليل پيدا هندسه مخروطات، هندسه ترسيمي و رقومي 

  .كرد

دانان هاي درسي رياضي، فقط به رياضيمتأسفانه ديده شده كه وقتي برنامه

  . ها تأثير مهمي داردگيريها در تصميم آنعلائق شخصيسپرده شود 

ي هاي دورهدر اوايل انقلاب كه همكاران قصد تغيير برنامهياد دارم به

ي خود هاي مورد علاقهخواستند درسكارشناسي رياضي را داشتند، چون مي

 120جاي رسيدند، تصميم گرفتند بهرا در اين برنامه بگنجانند و به توافق نمي

در  واحد و 180واحد و بعداً  240-250واحد درسي مثلاً چيزي نزديك به 

  .واحدي را كه الآن داريم، بپذيرند 130-140آخر، همين 

تواند ادعا كند كه دان خوبي باشد نميعبارت ديگر، هر فردي كه رياضيبه

  .ريز خوبي هم براي دوره رياضي استبرنامه

دانان طراز اول جهان متأسفانه چون در آن زمان گروه بورباكي همه از رياضي

  .  مخالفت نداشتبودند، هر كسي جرأت ابراز

جا در پي اثبات درست يا نادرست بودن اين شعار در اين خواهممن نمي

ي به هندسهاند كه دوباره بايد برآيم، ولي چون خيلي از افراد متوجه شده

  .اقليدسي در دبيرستان توجه بيشتري شود، خوشحالم

امه       كنم و به بحث خود ادفقط به چند نكته پيرامون اين شعار اشاره مي

اي دانان برجستهتا قبل از طرح اين شعار، توجه كنيم كه چه رياضي.  دهممي

ها در دنيا بوجود آمدند كه همگي هندسه را فراوان در از جمله خود بورباكي

  .دانان زمان غيبت هندسهدبيرستان مطالعه كرده بودند و مقايسه كنيم با رياضي
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قول سر مايكل اَتيا تفاوت اين به. يا جبرت قصد ندارم كه بگويم هندسه بهتر اس

مهم انسان بودن اين دو . ها در مرد و زن بودن استدو مانند تفاوت انسان

 هندسه و جبر هر دو رياضي هستند و هردو هم خيلي خوب هستند و .است

تواند به تنهايي جاي ديگري را كدام نمياند و هيچديگر نيز وابستهخيلي به هم

هاي كنم بعد به تجربه شخصاً وقتي الآن به كارهاي خودم نگاه ميمن. بگيرد

بينم همان نوع كارها و تفكري را كه در گردم، ميام در دبيرستان بر ميبچگي

  .برم تا مثلاً در جبر يا توپولوژي كار كنمكار ميهندسه داشتم الآن به

 داشت بايد از كه بتوان در هندسه دبيرستاني تسلطعبارت ديگر براي اينبه

قضايا و كارهاي ديگران با اطلاع بود و بتوان اين قضايا و نتايج را درست     

درست مانند يك   . كار برد تا بتوان در اين قسمت كار و تحقيق كردبه

  .خواهد كار كندكه در هر قسمت رياضي ميدان جاافتاده و مجرب رياضي

ات در دبيرستان نيست كه خوب  رياضي ديگر سخن هندسه تنها يك شاخه ازبه

باشد يا بد باشد، كاربرد داشته باشد يا نداشته باشد، بلكه بدون شك تفكر رياضي 

 فرد         خواهد رياضي را دنبال كند بهلازمه هر كسي است كه ميرا كه 

  .عبارت ديگر كاربرد هندسه در خود رياضيات اساسي است به.آموزدمي

هاي غفلت از هندسه در مدرسه، شخصي مانند خوشبختانه در اين سال

هاي  سال عمر كرد وتمام سال96دان انگليسي كه ، رياضي    )Coxter (كاكستر

در دانشگاه تورنتو كانادا گذرانيد، به )  سال در پرينستون2جز به(كاري خود را 

ي داشت و تحقيقات او در هندسه كه ادامهتنهايي هندسه را زنده نگه

 ، در نظريههاي كاكسترگروه بود، باعث شد، ي اقليدسيهندسهكارهايش در 
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        كاكسترها از خيلي .كاربرد اساسي پيدا كند ميكروبيولوژي و ابرريسمان

  .برند نام مي نجات دهنده هندسهعنوانبه

آموز علاقمند به كار كردن در هندسه در حقيقت همان كاري هر حال دانشبه

  . دهددان در تحقيقات خود انجام مييكند كه يك رياضرا مي

هايي از هندسه به شكل درس اختياري يا اعتقاد دارم كه دوباره بايد قسمت

ي آموزشي آموزان علاقمند در برنامهپروژه تحقيقاتي در دبيرستان براي دانش

  .گنجانده شود

اجازه دهيد  از اين شعار بورباكي و شعار ديگري يك نتيجه خوب   

  :بگيريم

  داند وارد نشودهر كس هندسه نمي :فلاطون ا )1

   مرگ بر هندسه اقليدسي :بورباكي  )2
  

كدام از اين دو شعار آزادي انديشه و فكر كردن و تصميم گرفتن را از هيچ

كس مجبور به پذيرش و عمل به اين عبارت ديگر هيچبه. ها نگرفتانسان

. عتقاد كوركورانه نشدكدام از اين شعارها تبديل به ازيرا هيچ. شعارها نشد

متأسفانه . دهد اعتقادات خود را به ديگران تحميل كنيمرياضي به ما اجازه نمي

وقتي يك شعار، تبديل به اعتقادي غير منطقي شود حتي در دنياي رياضي هم 

مثلاً معروف است كه وقتي يكي از ). نه مسئله رياضي(شودآفرين ميمسئله

 و آن را با فيثاغورث نيست گويا 2ه رسيد كه  به اين نتيجفيثاغورثشاگردان 
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و دستور كشتن اورا با درميان گذاشت، فيثاغورثيان نتوانستند او را تحمل كنند 

  .خفه كردن در آب دادند

  .  برداريم و به كارهاي واقعي بپردازيمبهتر است از اين شعارها دست

 هيچ ام كه اشاره كرده»نكردني در رياضياتنتايج باور «قبلاً هم در كتاب

وقتي . ي مثلث به رياضي خدمت نكرده استاندازهموجودي در رياضيات به

 يا در نظر گرفتن چند نقطه به گيريد و با رسم چند خطكه مثلثي را در نظر مي

تواند بدون شود و اين كار ميزده ميرسيد، انسان شگفتنتايج جالبي مي

عبارت ديگر مثلث يك ماشين جادويي توليد نتايج غير  به.ابدتوقف ادامه ي

نويسد وقتي ي خود مينامه در زندگيآلبرت اينشتينمثلاً . بديهي و زيباست

زده شدم و ، شگفت"سه ارتفاع يك مثلث متقاربند" بار  ديدم كهبراي اولين 

جه از كه انسان با كمك هندسه به اين دراين. تأثير عميقي بر من گذاشت

  .يابداطمينان و يقين و تفكر عميق مجرد دست

دانان برجسته كمتر سراغ هر حال گرچه اين شعار بورباكي باعث شد رياضيبه

 هاي خوب جبري ازي اثباتها را هم وادار به ارائههندسه بروند ولي بعضي

 )Alain Connes(آلن كونزمثلاً اخيراً . بعضي از نتايج قديمي هندسه نمود

ي  است و هندسهي فيلدزجايزهي ي فرانسوي كه برندهدان برجستهاضيري

 ارائه  مورليقضيه، يك اثبات جبري خوب از ناجابجايي را هم معرفي كرده

ي ديگري دان برجسته كه رياضي)John Conway(جان كانوي.  استكرده

                                و  آمريكاست، اثبات زيبايي براي اين قضيه داده است پرينستوناست كه در 

  .دانان خوب وجود داردهاي ديگري نيز از رياضياثبات    
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 را قبلاً نديده مورلي ي قضيهكند كه در اثباتش به اين نكته اشاره ميآلن كونز

 1899ي مورلي در سال قضيه. بوده و آن راكسي به او معرفي كرده است

  . سن داردشصت سال بالاي آلن كونز ارائه شد و مورليتوسط 

فرهنگ و انديشه  در مجله آلن كونزي اثبات  در ترجمهدرفشهطور كه نهما

، آلن كونزداني نظير  اشاره كرده است، جاي تعجب است كه رياضيرياضي

اين به.  را نديده استي اقليدس نيستاين قضيه، كه معروفيتش كمتر از قضيه

   .گويند نيز ميمعجزه مورليقضيه، 

   .بريممي پيشعار بورباكياثرات مخرب اينجاست كه به 

كه سراغ هندسه برويم، لازم است گفته شود كه نتايج هندسي مانند قبل از اين

  .بعضي از نتايج رياضي مصنوعي نيستند

  : به اين مثال توجه كنيد

هاي مجموعه يك دسته از زيرRي غير تهي و يك مجموعه Xفرض كنيد

  .ناميم  مي آبي راR،  و متمم عناصر  قرمز راR باشد و عناصر Xمحض در

Xگوييم هرگاه هر تعدادي از عناصر پرسپوليسيي  را يك مجموعه R ،

 . را بپوشانندXها نيز گاه تعداد متناهي از آن را بپوشانند آنXيمجموعه

بديهي است كه هرگاه 
1 2 nG G G⊆ ⊆ ⊆ ⊆⋯  باشد R يك زنجير در ⋯

  :گاه خواهيم داشتآن

1

nX G
∞

≠∪  

در نتيجه اگر  
1 2 nF F F⊇ ⊇ ⊇ ⊇⋯  آبيهاي  يك زنجير از زيرمجموعه⋯

  گاه باشد آن
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1

nF
∞

≠ ∅∩  

اي كه همان تعريف فضاي ، نتيجهفشرده در فضاي FFFF....IIII....PPPPيعني همان خاصيت 

  .فشرده است

يعني يك تعريف را به . ستها زياد اامروزه از اين نتايج در ژورنالمتأسفانه 

تواند اين تعريف را  ميبازتر باشده شخص زبانچهر يك زبان ديگر نوشتن، و 

اي دست يابدكه همان تعريف است  و ظاهراً به نتيجهبه زبانهاي مختلف بنويسد

  .بينندولي چندين مرحله از آن دور است و ديگران آن را سريع نمي

  ده شود بايد شعاردر رياضي اگر قرار است شعاري دا

  »گونه نتايج مرگ بر اين« 
  .باشد

  .رويم ميجادويي سراغ مثلث، اين موجود حال به

  :اي در مسابقات امپياد كشور به شكل زير طرح كردمچندين سال پيش مسئله

  

هاي آن نسبت به سه ضلع يك مثلث متقارب باشند، خط هر خطي كه قرينه
 يك خط، وفادار است اگر و تنها اگر از محل ثابت كنيد. شودوفادار ناميده مي

ي تقارب سه قرينه هم تلاقي ارتفاعات مثلث بگذرد و جالب است كه نقطه
  .همواره روي دايره محيطي مثلث قرار دارد
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  چهار خط دلخواه  

  
  

  .    در چهار مثلث بالا، چهار محل تلاقي ارتفاعات بر يك خط قرار دارند

. قاربندي محيطي متچهار دايره  
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Invariant       پايا  

  
AB AC=    

bx y x y h′ ′+ = + = =⋯  

  

 از دو ساق مقداري ثابت است كه برابر BCفواصل نقاط روي قاعده  مجموع

  .باشدبا همان ارتفاع وارد بر ساق مي

  .رست استعكس اين مطلب نيز د

  .باشد تفاضل فواصل مقداري ثابت است BCوقتي كه نقطه در امتداد ضلع 

خط با طول  پارهاست فواصل نقاط روي يكبراي حالت برعكس كافي: توجه

  .از دو ساق ثابت باشد BC روي هر قدر كوچك
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    نتيجه

  
x y z+ + =   ثابت= ارتفاع 

  .عكس اين مطلب نيز درست است

  . ي زير را بيان نمودتوان قضيهطور كلي ميو به

الاضلاع است اگر و تنها اگر مجموع جبري فواصل تمام  متساويABC مثلث:قضيه

  .نقاط صفحه از اضلاع آن  مقداري ثابت باشد

  

 داراي مجموع كوچك و هرقدر همسايگيون يك است نقاط دركافي: توجه

  .فواصل ثابت از اضلاع مثلث باشند
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3 1 2
d d d− − =  ارتفاع مثلث

 
3 1 2

h h h− − =    ارتفاع مثلث
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    توان تعميم داد؟نتايج قبل را چگونه به يك مثلث كلي مي

 

 
  

اگر و تنها اگر ضلاع است الايك چهار ضلعي گوژ متوازي: )جديد(قضيه
-يا به. مجموع فواصل تمام نقاط درون آن از چهار ضلع مقداري ثابت باشد

طور كلي مجموع جبري فواصل تمام نقاط صفحه از اضلاع آن مقداري ثابت 
  .باشد
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 كاربرد
  :يك رابطه جالب

,0اگر معادلات    1,2,3i i ia x b y c i+ + =    معادلات سه ضلع يك مثلث     =

  شكل زير استگاه معادله صفحه مختصات بهالاضلاع باشند آنمتساوي

    

         !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
3

2 2
1

| |i i i

i
i i

a x b y c
h

a b=

+ +
± =

+
∑  

hارتفاع مثلث است .  

بينيد و در  را قبل از قدر مطلق مي±حتماً اولين بار است كه علامت : توجه

  .قعاً لازم استجا وااين
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نشان دهيد دستگاه زير با فرض 
6

, 0
3

r
a b c d r+ + + =  داراي جواب <

  است

  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2

2

x a y a z a r

x b z b t b r

y c z c t c r

x d y d t d r

 − + − + − ≤

 − + − + − ≤


− + − + − ≤


− + − + − ≤

  

زودي ارائه خواهم كرد راه حل ديگري بيابد هركس غير از راه حلي كه به

  .تواند خود را براي انجام كارهاي بزرگتر آماده ببيندمي
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  رويم ها مياه نامساويحال به سراغ حل دستگ

aآوريم در هر مثلث  ياد مياول به b c+ >.    

 
  

aچقدر  b+تواند بزرگتر از  ميcباشد؟   

∠90C اگر :قضيه aگاه  آن≤ b c h+ ≤  ارتفاع وارد بر ضلع h كه در آن +

ABاست .    

  
تكمله كتاب نتايج "در كتاب " چگونه قضيه بسازيم"ي براي اثبات به مقاله

  .مراجعه شود) 1384( از انتشارات دانشگاه چمران "باورنكردني در رياضيات
  

aاگر  :نتيجه c b≥   گاه اي درون مثلث باشد آن نقطهP و ≤

PA PB PC a c+ + ≤ +  
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∠90BPAفرض كنيد  :اثبات PAگاه آن≤ PB c d+ < +   

PAدر نتيجه  PB PC c a+ + ≤ +  
  

  

  

  

الاضلاع انند مثلث متساويآوريم كه در چهاروجهي منتظم مياد ميهمچنين به

توان نشان داد كه مجموع فواصل هر نقطه درون و با همان سادگي اثبات مي

يك چهاروجهي منتظم از چهار وجه مقداري است ثابت برابر با ارتفاع چهار 

  .وجهي
  

  .گيريم را در نظر ميrحال يك چهاروجهي منتظم به ضلع 

رابر با  ارتفاع آن ب
6

3
rي نقطه.   خواهد شدPرا درون   

   از  آن ي فاصله  كه گيريم طوري مي  منتظم  چهاروجهي

   ،b  با  رابر بACD    از وجه  ،a برابر با  ABC  وجه 

   وجه   از  آن ي فاصله  نتيجه در  c برابر  ADB از وجه 

DCBخود برابر  خودبهdخواهد شد .  

  حال اگر 

, , ,PA x PB y PC z PD t= = = =  
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  گاه آن
2 2 2

, ,P A x a P B y a P C z a′ ′ ′= − = − = −  
  

  در نتيجه 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2

2

x a y a z a r

x b z b t b r

y c z c t c r

x d y d t d r

 − + − + − ≤

 − + − + − ≤


− + − + − ≤


− + − + − ≤

  

2يعني  2 2 2
, , ,x PA y PB z PC t PD= = =   . جواب دستگاه است=

  

  توجه
جا اهميت روش هندسي را در حل اين دستگاه مشاهده كرديم اما ذكر در اين

كنيم كه در ميتوجه . خصوص براي معلمين رياضي لازم استيك نكته به

 را قرار داد  ولي 2r هر عدد بزرگتر از 2rجاي توان بههاي قبل مينامساوي

ها بايد به ما  زيرا مقادير ثابت در نامساويانجام داد،كار را هرگز نبايد اين

رها در حقيقت، رياضي را  به گونه كااي براي اثبات نامساوي بدهند و اينايده

ستگاه زير  دمثلاً به. شوندكنند و باعث فرار افراد از رياضي ميمعما تبديل مي

  نگاه كنيد
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2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 3

3

1

1
2

1000

1
2

[ ]!

1
( )

x a y a z a r

x b z b t b r

y c z c t c r
r

x d y d t d r r
r

 − + − + − ≤ +

 − + − + − ≤ +



− + − + − ≤ +



− + − + − ≤ +


  

  

  .قبيلهاي مصنوعي از اينمتأسفانه منابع رياضي پر است از نامساوي
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 كردن در رياضي ام در كاركنم خستگيگهگاهي وقتي به قدرت مثلث فكر مي

خط داراي چه قدرت جادويي هستند كه تمام اين سه پاره. رودازبين مي

كه با اين موجود سر و كار دارند خود به شكلي ...... خطوط و دواير و نقاط 

تلاقي  محل H اگر ABCمثلاً در هر مثلث . اي زيبا دارندباهم رابطه

2گاه ارتفاعات باشد آن 2 2
4AH a R+ ها،  يا محل تلاقي ارتفاعات، ميانه=

بين  نيمساز Aيا نيمساز رأس ) خط اويلر(ها روي يك خط هستند عمودمنصف

كند ي محيطي وصل مي را به مركز دايرهA وخطي كه رأس Aارتفاع رأس 

2Rي نه نقطه در هر مثلث يا باشد يا وجود دايرهنيز مي r≥) جا در و از آن

3Rفضا  r≥الزاويه كه در هر مثلث حادهيا اين ، يا خط سيمسون در مثلث و

-آيد داراي كمترين محيط بين مثلثدست ميمثلثي كه از پاي ارتفاعات به

اي طور كلي هر قضيهو به............... هاي محاط در مثلث اصلي است، يا 

2درباره مثلث يك شگفتي است مثلاً  2 2
a b c+ =.  

فرض كنيم "گوييم كه مثلاً ي اين قضايا ما نميتوجه كنيد كه تقريباً در همه

ABC گاه داريم  مثلثي است با اين خاصيت آن........... "  

 يا ي جادويي مورليقضيهاي نظير  هيچ شرطي روي مثلث قضيهيعني بدون 

  . را داريمي منلائوس قضيهيا ي سواقضيهاي نظير قضيه

ي توليد ابدي كه يك كارخانهآيا اضلاع يك مثلث طلايي هستند يا اين

توانند در اين توليد بدون طور عادلانه ميفراد بهرياضي است كه همه ا

ها با دانرياضي(اي جز نشان دادن علاقه، سهيم باشند پرداخت هيچ هزينه

توانند در زمان بازنشستگي از سهام واقعي عدالت آن داشتن مثلث مي

  )برخوردار باشند
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 بتوان چيزي بيشتر از Rي كلي توانيد تصور كنيد كه براي يك حلقهآيا مي

 Xكه جز اين بهX يك حلقه است يا براي يك فضاي توپولوژي Rكه آن

يك فضاي توپولوژي است چيزي بيشتر گفت؟ يا حتي وقتي كه موجودات 

)نظير خاصي  )C X ،
1 2

[ , , , ]nR x x x…،  فضاي فشرده، گروه آبلي يا حتي خود

ℤ يا ℚ يا ℝ يا ℂشكلي كه از طريق مثلث بهتوان  ، مي را درنظر گيريم

  .نتايج جديد رسيد از طريق اين موجودات نيز رسيدهميشه به 

  

  نظير است؟آيا نبايد قبول كرد كه مثلث يك موجود بي

  

و ) 1960اول دبيرستان (ي بغرنج رياضي كه با آن مواجه شدم اولين مسئله

  )2007(ترين نتيجه كه با آن مسئله در ارتباط است تازه

 مثلث  ارتفاعات يك  آيا(د لوم باشمثلثي رسم كنيد كه سه ارتفاع آن مع :مسئله
  )مثلث بدهند؟ توانند خود تشكيل يك مي

داريم : حل
1 1 1

2

a b ch h h

a b c
S= =  يعني مثلث . مساحت مثلث استS كه درآن =

مورد نظر با مثلثي كه اضلاع آن وارون ارتفاعات هستند مشابه است، پس با 

رسم مثلثي با اضلاع 
1 1 1

, ,
a b c

h h h
حال . آيد زواياي مثلث موردنظر بدست مي

راحتي با داشتن زوايا و ارتفاعات، اضلاع را خواهيم داشت و در نتيجه مثلث به

توانند  كنيم كه ارتفاعات يك مثلث در حالت كلي نمي توجه مي. شودرسم مي

   .اضلاع يك مثلث باشند
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    :توان ديدخوبي مينيمم را به مفاهيم ماكزيمم و مي،با مثلث

. نهايت مثلث محاط كردتوان بيبه اين دايره مي.  داريمrيك دايره به شعاع 

ضرب ارتفاعات آن مينيمم ها مثلثي وجود دارد كه حاصلدر بين اين مثلث

  )چرا؟(است

  توان نوشت مي

                                    
2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2

a b c a b c a b c

S
r

h h h h h h h h h

a b c a b c
S

+ +
= = = = =

+ + + +
  

   

                                               انگيزيك رابطه شگفت
1 1 1 1

a b c
h h h r

+ + =  

  . يعني مجموع وارون ارتفاعات هميشه مقداري ثابت است

 ضرب  حاصلپس
1 1 1

a b c
h h h

⋅  موقعي ماكزيمم است كه ⋅
1 1 1

a b c
h h h

= = ، 

الاضلاع به آن پس كافي است يك مثلث متساوي. الاضلاعيعني مثلث متساوي

  .دا يره محيط كنيم
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  هاي مثلثميانه
در هر مثلث سه ارتفاع متقاربند، سه نيمساز متقاربند، سه عمودمنصف متقاربند، 

  .سه ميانه متقاربند

است، زيرا از ها يكسان و بديهي جز ميانهي خطوط قبلي بهاثبات تقارب همه

يابيم كه بايد روي اي با شخصيت يكتا مي خطوط نقطهبرخورد هر دو تا از آن

ها اثباتي خط سوم از آن نوع باشد ولي متأسفانه تا به امروز در مورد ميانه

خواهيم در اين جا مي. متفاوت از اثبات بقيه در كتب درسي ارائه شده است

  .بقيه ارئه دهيم اثبات ها را نيز ماننداثبات تقارب ميانه
  

 است اگر و تنها اگر BCاي روي ميانه ضلع  ، نقطهABCدر مثلث  :قضيه
 برابر با عكس نسبت اين دو ضلع AC و ABنسبت فواصل آن از دو ضلع 

    .باشد

  
                   :   اثبات

x c
xb yc

y b
= ⇒ =    
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    . سه ميانه متقاربند: نتيجه

  
APG AGCS S=  

   مساحت هستند، يعني پس شش مثلث هم

2AG GM=  

ها در يعني ميانه
2

3
 از رأس و 

1

3
  .كنند از قاعده همديگر را قطع مي

  . گويندميانهشبهي هر ميانه را نسبت به نيمساز همان رأس، قرينه :ميانهشبه
  

 است  اگر و تنها اگر Aميانه رأس اي روي شبه نقطهABCدر مثلث  :نتيجه

b برابر با AB و ACنسبت فواصل آن از دو ضلع  

c
  )هابرعكس ميانه(  باشد 

  .شبه مركز ثقل نام داردنقطه تقارب و هاي هر مثلث متقاربند ميانهشبه :نتيجه
  

 خواص جالبي داراي) حتي قويتر(ها ها مانند ميانهميانهشبه : هاميانهخواص شبه

  .اندهستند، اما متأسفانه اين خواص به كتب درسي راه پيدا نكرده
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ي محاطي با هاي مثلث را به نقاط تماس دايرهدانيم كه اگر رأسمثلاً مي

جالب ). نقطه گرگون(د نآياضلاع مثلث وصل كنيم خطوط متقارب بدست مي

الزاويه با لث قائميا در مث. مركز ثقل استي گرگون همان شبهاست كه نقطه

    يا. مركز ثقل است همان شبهAHي وسط ارتفاع ، نقطهAي رأس قائمه

مثلثي كه رئوس آن از پاي ارتفاعات بدست (ها اضلاع مثلث ارتفاعيه ميانهشبه

 مركز ثقل وصل كنيم تا هيا اگر از رئوس مثلث به شب. كنندرا نصف مي) آيدمي

ي جديد، دايره محيطي را در سه نقطه قطع كند شبه مركز ثقل اين سه نقطه

   ............همان شبه مركز ثقل مثلث اصلي است و 

  

  يك مينيمم ديگر و مثلث 

افت كه مجموع مربعات  يABC درون مثلث Pاي مانند توان نقطهآيا مي

  فواصل آن از سه ضلع مينيمم شود؟
  

2خواهيم مي: حل 2 2
x y z+ ,( مينيمم شود + ,x y z فواصل P از سه ضلع 

  )است

  :توان نوشتمياما 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

x y z a b c

ax by cz bx ay cy bz cx az

+ + + + =

+ + + − + − + −
  

  هرگاهپس سمت چپ تساوي مينيمم است 

, ,
x a y b x a

y b z c z c
= = =  
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  . شبه مركز ثقل استPيعني 
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  دهند؟هاي يك مثلث، تشكيل يك مثلث ميآيا ميانه

  

اندازه  بهGQCكنيم كه اضلاع  مثلث توجه مي
2

3
 ها است، پس مثلثي به ميانه

  .ها وجود دارداضلاع ميانه

  

  )Gazette Gazette Gazette Gazette 2007200720072007, , , , Benyi and CasBenyi and CasBenyi and CasBenyi and Casoooo( قضيه

 ي معيني  هاي داده شده  كه اضلاع را به نسبتهاي سواييخطپاره در ميان
  .توانند تشكيل مثلث دهندها مي تنها ميانهكنند  قطع مي

 

  ظور از خطوط سوايي، خطوطي هستند كه از رئوس مثلث گذشته من :توجه

  .ون مثلث متقاربندو در در
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  .كنمي حل نشده در مورد مثلث تمام ميهاي خود را با اين مسئلهصحبت

  

, با اضلاع ABCاگر مثلث  ,a b c ومثلث A B C′ ′ , با اضلاع ′ ,a b c′ ′  مفروض ′

  .بر حسب اضلاع را بيابيد كه يكي درون ديگري باشدباشند، شرط لازم و كافي 
  

  
  

  

  

  

    

 جبري بيشتر به اين علت است كه در آن جبر هندسه جالب بودن :نكته آخر

 شوند تا نتايج هندسي كار گرفته مي تلط بهپذير، توپولوژي و توابع مخ تعويض

ي مقدماتي سعي  ما بايد از همان ابتدا در تدريس هندسه. آورند بدسترا 

مانند ساير كار ببريم و نشان دهيم  بههم كلاسيك هايي غير از روش  كنيم روش

ي مقدماتي كارهاي جديد غير  توان در هندسه رياضي، هنوز ميهاي  شاخه
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كه براي جوانان  كرد عنواناي هتوان مسائل حل نشد  و ميبديهي انجام داد

جالب بوده و به اين ترتيب نشان دهيم كه اين هندسه نبايد به موزه سپرده 

   .شود

ي پاپوس توجه كنيد كه يك معلم خوب  براي مثال به دو اثبات زير از قضيه

د تا شود اشاره داشته باش در اثبات ما ارائه ميبه نكاتي كه     هندسه بايد

تواند  آموز از همان ابتدا متوجه اهميت اين نكات شود كه خود مي دانش

    .بخش باشد انگيزه

  

  

  

  

  

  

  

d وdفرض كنيد دو خط  :قضيه پاپوس  A ،Bنقاط. اند  داده شده در صفحه ′

dروي ′Cو ′A′ ،B و dخط روي  Cو d وdي تلاقي متمايز با نقطه( ′ ′ (

ABاگر . قرار دارند BA′ BC و 	′ CB′ ACگاه  ، آن	′ CA′ ′	.  
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اگر   

  
  

  

dقبل از اثبات توجه كنيم كه اگر  d   . اثبات بديهي استگاه  آن	′

d,محل تلاقي Oكنيم فرض مي : اثبات اول d   دهيم   باشد و قرار مي′

,
OB OC

OA OB
λ µ= =  

  

  ي تالس در نتيجه طبق قضيه

,
OA OB

OB OC
λ µ

′ ′
= =

′ ′  

  شود  سادگي ديده مي به
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OC OA

OA OC
λµ

′
= =

′  

ACاهيم داشت ي تالس خو پس  طبق عكس قضيه CA′ ′	.  

  

 و آن را كه با f، بابرد  ميB بهO را با مركز Aتجانسي كه : دوماثبات 

توجه به خاصيت با . دهيم  نشان ميgبا برد   ميC را به O ،Bهمان مركز 

پذير  پذيري ضرب در اعداد حقيقي تركيب دو تجانس بالا تعويض تعويض

hدهيم   پس قرار مي،است f g g f= =
 
 .  

)اما  ) , ( )f B A g C B′ ′ ′ ′=    و در نتيجه =
( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( )

h A g f A g B C

h C f g C f B A

= = =

′ ′ ′ ′= = =





    

   هستند، پسh در تجانس ′C وAهاي  ترتيب مجانس  به′A و Cيعني 

AC CA′ ′	  
 ي  ايدهسفانهأتر و بديهي است، ولي مت اثبات اول ظاهراً ساده :گيري نتيجه

كه تركيب دو تجانس كه در شويم  متوجه نميمثلاً . دهد جديدي به ما نمي

كنيم كه  توجه مي(پذيري دارد  حقيقت تركيب دو تابع است، خاصيت تعويض

بات اول براي بدست آوردن در اث. )پذير است ويضندرت تع تركيب دو تابع به
OC

OA
ايم  قرار داده   

OC OB OC

OA OA OB
λµ= × =  
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 از صورت و مخرج كسر دوم حذف شده تاOBدر حقيقت
OC

OA
 بدست آمده  

قيقي در يك جاي اعداد ح است ولي اگر براي يك لحظه تصور كنيم كه به

, هستيم و قرار دهيم Dي تقسيم  حلقه ,OA a OB b OC c= = =    

,كه  ,a b c D∈1گاه خواهيم داشت   آن 1
. . .

OC c
b a c b

OA a

− −=  كه در حالت =

  .كلي غيرممكن است

ين كه روي ي آف به همين دليل است كه متأسفانه قضيه پاپوس در صفحه

    .تعريف شده باشد درست نيست) ي تقسيم حلقه(ناپذير  هاي تعويض ميدان
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